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SER, ЮНЕ НИК: 


第 十 章 


弛 ”线性 映射 的 矩阵 表示 
RERIK 


第 十 一 章 ” 欧 兵 空 问 
1 И, Gram 1 
2O EZARA сае 


第 一 章 E и 


拭 阵 的 概念 起 源 于 十 八 记 纪 ， 它 其 由 解 线性 代数 方程 组 以 及 
将 二 次 曲面 (曲线 ) 方 程 化 为 标准 形 的 需要 而 逐步 形成 的 。1856~。 
1857 年 ，Cayiey НЕН ТАНИР ЖЕ, 一 直 沿 用 至 今 ， 本 
童 引入 矩阵 及 其 运算 ,讨论 它们 的 基本 性 质 ,包括 有 广泛 应 用 的 非 
异 阵 ! 介 绍 常用 的 矩阵 分 块 方法 ,矩阵 的 初等 变换 以 及 运用 标准 音 
位 向 县 的 一 些 基本 技巧 。 


п MGE 


~. виз 
ЭЕ ДО, п А аз as. a, ZHI A +a, ж а, ЗЕ 
È ал, tura ЭВ, RER УЕ ОФ, E 上 、 下 的 


ЖОР Жел ЖАШ E i ЮДОН. D 


12632. + (2и —1)%= $}(21- 12, 


= 


利用 数 的 运算 规则 , 容易 验证 下 列 等 式 成 立 
È баки) = да+ вв а) 
5 а=) а+ 5) а (1<ї<ю)®, (2) 
к=к уа (k IEA ЖЭО. (з) 


омин, ат дае << n 的 整数 .今后 ,对 类 位 
的 情形 将 不 再 附加 说 明 。 
.1.: 


ТИЛДЕЙ НДЫ, Ж УПА usa S KTE. 
例 1 од а= tn, Яй (+1), 
йз š (01+1)= z «+5 1= £ оеп) 
лар упт), 
n 个 N 
kama, Da А Уа, 同样 代表 ma+ oz+ ta, 8 
Rasa, 


КЕ 


所 以 ,只 要 不 发 生 泥 清 ,用 什么 字母 作 求 利 足 标 都 可 以 。 
对 于 问 一 个 和 ,用 和 号 缩写 时 , 可 以 有 几 种 表达 式 。 例 如 
ажаа, = У) a 入 Qais 
о € 
达 式 中 ,一 般 项 的 记 法 不 同 , РА oR RU PEG КЕТУ РЕТ, 
ARREAK RR EA ВОН ЖШ, 
кшш 
ЧИГИЛ ДЕЙ mn 个 数 的 和 


S= аң + @+* +a tatas + Qn 


Т + ap + ба + йш, 


mamas, шва нса в, нана 
5-5 а Dante tÈ ow (Ја) OQ) 
ЗИРЕ ИСЕН М, АИ АЯН, БЕШ 


约定 
5 ч (6), 
由 (4)《5) 两 式 可 得 


È а-а, (в) 


RRENA È за, iB, R Š) 9 DEARA. 
ЖЕҢ т=п 时 ,有 


出 此 还 可 推出 常用 的 等 式 
Ў Фа, Зан, (8) 
通常 , 将 局 оше» È as, 


2 
例 2 {йз G) $ (5) 
GD È сә + Ў ca = $ cw 
п (O D xa (аа) (8 }]х, ) 


1 


а» ЛГ в 
(3) E Deut У Cems D Eeth У Cu 
= = mA 1 аа 
= У C= X С. 
= © «Зы 


REWA AG 工作 用 的 对 象 不 限于 数 。 璧 如， 对 三 维 实 向 
员 , (1) 一 (3) 式 仍然 到 立 (此 时 ，(3) 式 应 理解 为 向 量 的 数 乘 )。 推 
T Z A IA RARR Ha RR MA RAAE 
律 的 一 切 运 算 对 象 ,相应 的 结论 也 成 立 。 
习 题 
3, EHTA R 


的 È ee D- (279 De= An(n +1)» 


O0 À ДнД È sta. 


= 
DZ Кян, Ri 
яну 


Sait 2000 1,2, eun), F 


+z) = t Ўта 
m =, 


Gn z шаи z. 


D (+20)? 
= тА 


¿ua аласа ааа 


1 Ta 


п), 
а. 
2 s > 
了 GE Kd 17 7: ' 
5 < 
求证 0, G, 
RE ш Ме. 
了 а= У) Y аһ 
saajan 名 ia 
n o 
RE Z а= Уа. 
бе йр ТА 
А s. а а а 
8. ШИЙ: хД = № Y а= 2, М ам. 
= ааа 
“ ikt iai 
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—. ERRES 

现实 过 界 中 ， 事 物 之 间 的 联系 通常 以 一 组 变量 与 另 一 组 变量 
НО СЛУ, “线性 "关系 是 其 中 最 简单 .最 常见 的 一 种 . 例 
如 ,将 平面 喜 角 坐标 系 绕 坐 标 原点 旋转 Ө 角 得 到 新 的 坐标 系 之 后 ， 
. 4. 


平面 上 任 一 点 的 新 、 旧 坐标 (x, 9) 8 (2, 07) 之 间 有 如 下 的 如 四 
关系 
x’ = cos) -x + sin0- s 
y'= —sin0.x + cosby 
此 外 ， 技 术科 学 及 经 济 数学 中 的 某 些 问题 也 往往 归结 为 讨论 一 组 
变量 xr xa X, УЯНА go 加,…,g 之 间 的 线性 关系 式 : 
У = ацхі + 012X2 ++ + Aig 


Y2 = аз% + 0002 ++ + а 


O) 


a= OmiX1 + х + + йы 
фое 1, 2, =, m j=l, 2, 4, п) ma 个 常数 ， 
Жж) ВВЕ НАЕ СТАНА ШЕЕ ЕРИНЕ PEA 
Gn Gas 


ац Go" G2s (2) 


Aml Ama't Amar 

则 (2) 完 全 可 以 简单 明确 地 代表 线性 关系 式 (1)。 后 面 的 几 童 将 表 
明 , 要 研究 与 线性 关系 式 (1) 有 关 的 各 种 问题 ,必须 先 对 移 形 阵列 
(2) 以 及 它们 之 间 的 “运算 ” 作 相 应 的 讨论 。 

定义 ”由 mn ARRE MITRE n 列 ( 纵 的 ) 89 8 E PEA 
(2) 称 为 一 个 t 行 п ЖШ mxn E, 

为 了 强调 (2) 是 一 个 整体 和 各 免 今后 运算 中 发 生 混 洪 ,在 (2) 
的 两 迪 添 加 一 对 圆 括号 。 甜 阵 以 大 写 的 拉 了 字母 记 之 。 通 常 一 个 
mxn 和 阵 可 表示 为 


ац Ga 


43) 


Aml Әнет An 
数 ooG= 1 2, =, m j=l, 2，…0) 称 为 垂 阵 4 的 元 素 。 行 足 标 
i, ж {ЁШ а, 是 4 的 第 i 行 第 j 列 汐 元 素 , 或 简称 为 4 的 
.5 ， 


全 六 元 素 ,(3) 式 亦 可 笠 记 为 A= (au) a ЕЖ TR 
WAEREA ERZ DRATARO, b), anora $. 

H m=1 В, A 3 1xn B, Ш KTERE n {т йз 35 
n=1 时 ,和 4 为 mx1 ‚йк ДУШЕ НН AAE, FODA 
量 中 的 元 素 也 称 为 分 十。 

т=п, A 为 nxn 阵 ， 也 称 之 为 n 阶 ( 方 ) 阵 、 特 别 , 当 
т=п=1ф,А 1х1 阵 . 常 将 (0) 记 为 a。 

=. шай 

先 引进 相等 的 定义 。 

定义 设 A=(ay)wxn 3=(by)rcs， 称 4 与 B 相 等 ( 记 为 
A=B), МШЕ m=l,n=k Ваз sb (i=1,2, .3 m j=l, 2, 
әп). 

1， 加 法 

定义 设 4=(cp)osr 了 =(biy)nvr 称 C=(oy+by)oxmm 为 
所 与 B 相 加 所 得 的 和 , 记 为 C=A+B。 


例如 
2-11 1 2 мт 
+ 
(, 2 ‚| (л -1 | 
3 1 1l+v-Ii 
( -1 | 
车 А = (а). Са) NAR MIERE, 记 为 -A。 
对 由 xn А БВ, 规定 减法 为 
А-В=А+(-В), 
ПРЕКУ РАН ИЕ, 以 O 记 之 。 
s AER IME, 有 下 列 运 算 规 则 ， 
G) A+B=B+A; (ü) CA+B)+C=A+(B+Cy 
GH) A+O= А; Gv) A+(-A)=O, 


$W (D, ЗА = (ар), B= i)m WÜ A+ B H mxn Ba, I 
. 6. 


а, РАЖ a t bu; B+ АЛ mxn BE, 其 (i, ПЖ but 
ац. ЕТНА А, аз +bys тар 1,2, e, т; 
7 了 = 1,2, +, п), НИНА, HS 4+ BB+A， 类 似 
地 ,可 证 明 ()~(iv)。 


上 述 运算 规则 〈ii)， 使 得 我 们 可 以 这 样 来 闹 室 多 个 撼 阵 的 加 
法 ， 
Art Azti + А, i tA, = (At Arte ФА) ЖА, 
(923), 
2. иж 


ЖХ ША = (а), k AA 称 C= (каи) 为 k 与 
АНЕС ВНВКЯЯ, EA C =kA, 

HIRE АЕ = (а), WERK КА = Ак, БОШ Ak H k 与 
AREIS. 

Ж Е, ЖИЕ ERR, q AE ES a 

G) K(A+B)=kA+kB; (Ñ) (&+DA=kKA+IAy 

(iii) (DA = КА), Gv) 1-А=А, 
3. жж 


短 阵 乘法 直 最 主要 的 矩阵 运算 。 先 简 述 一 下 它 的 出 来 考虑 
а= амь (i=1,2,., m) (4) 
т) ну (k=1,2,.., n) (5) 


ШЖ, д, Z s ть ЛАР Ха, ху, се, х, ВВЕ ОК, Ж 
ңе 
(1=1,2,.., т), 
记 LJ 
Cam las by G(I=1,2,. туј=1,2, 56,1), (6) 


Ша, а, с, ы} ху, X у X, Z02902 A 


һем =l, 2, m). D) 
ЗЫ А = (а,,)„.,В = (bua, C= (Ciani 代表 线性 关系 式 
ORDRER, HORT R ECH C, J) ожа 
KRAER АЙЫ 1 47-538B5 B 1035 J 列 的 对 应 元 素 乘机 的 和 。 
定义 设 Аз (аъ В = (Бу), Ф 


си аб (01,2, s m j=l, 2,8,0, 


称 C= (с )ьа МАЗ ВАЕН, и C = АВ, 

矩阵 4 与 3 可 乘 (也 称 АВ 有 意义 ) 的 前 提 是 和 4 的 列 数 等 于 BB 
的 行 数 。 乘积 矩阵 AB 的 行 数 与 列 数 分 别 等 于 4 的 行 数 Ө B 的 
Figo Жа, J) 元 素 是 4 的 第 1 行 与 B 的 第 了 列 的 对 应 元 素 乘 积 
的 和 。 


则 


又 如 


а арі афу с аһ, 
а, aby аф» + а 


H 
A= (а) X= 


ЖШ ЕЕЕ, 可 将 线性 关系 式 (1) 表 示 为 
Y = AX, 

ЖӨЕ, 3 ТЭБ РЕЙ ЖЕЕ, 有 下 列 运算 规则 ， 

G) (АВ)С = А(ВС); 

(Gü) (А+В)С=АС+ВС;С(А+Ву=СА+СВ, 

Gii) КСАВ) = (КА)В = А(КВ) (КЕ), 
今 证 (D): 设 4= (а) B= (bis )anvs C = (а > 

АВ=0 = (шщ), ВС =V = (оз) 

则 (4B)C 5 А(ВС) mxa 阵 .又 (4AB)C 的 (i, 让 元 素 为 


В К ao g 
Ў ninen = BE аш») сы = È au (расы) 
= У] шу, 


它 恰好 等 于 AGONG, DERGI, 2,6, m, j=1, 2n), 
于 是 得 到 (4B)C = 4(BC)， 类 似 地 ,可 证 明 (ii) 与 (过 )。 

上 述 运 算 规则 (i)， 使 得 我 们 可 以 这 样 来 规定 多 个 矩阵 的 乘 

法 ， 

АА-А, А, = (АЈА -А,.,)А, (s>3), 

值得 注意 的 是 ,对 于 矩阵 乘法 ,一般 说 来 ， 不 满足 交换 律 ， 即 

“4B= ВА” 未必 对 所 有 的 AMBER. ЗЕН, ABAR 

“9. 


义 ,BA ЖЮ Уз 即使 84 也 有 意义 ， 此 时 AB 与 BA 均 为 方 
BE, 但 它们 的 阶 数 未 必 相 同 ， 即使 AB 与 BA 为 同 阶 方 阵 , 也 未 必 


D= ВА, А=[°° в=[°1 y Ав=[°° 
有 4D- ВА, W -( ү (0) =(00) 


01 
Ba-19 11 ' 
\00, 
当 4B=B4 时 ， 称 和 与 日 过 交换 。 由 上 面 的 讨论 易 知 , À 与 
可 交换 的 必 娄 条 件 是 和 4 与 5 为 同 阶 方 阵 。 
为 了 区 时 人 簿 阵 相 乘 的 次 序 ， 称 AB ЧАЛВ КИЯ B HR 
АЮВ. 


上 例 还 说 明 , 即使 ААО, Ва, 起 可 能 有 4B= O。 这 是 矩阵 
壹 法 的 又 一 特点 ， 称 为 有 零 因子 。 由 此 可 知 , TERRA ЧЙ, 
ERHET AR”, ШЖ АВ = АС, А0, 未 必 有 B=C。 对 此 ， 
读者 不 难 举 出 反例 。 
=. ш ЕШ 
定义 HAS t)ar È 
вз =ад(і=1,2, onj =1, 2, =, m), 


FR B= (61), HARRE BADERE IH В = А', 


HEL 
Gu Oiz се Gln 
Фәр 022 e Azn 
ñ 


A= 
则 
Gu йб" Ami 
д'=| 2 а; + бш 


Qn ас Gma 
TINA ИЖ! RRUGE A ШР 1 SERGE 1, 2,56, m) 
. 10. 


入 的 第 了 列 元 素 依次 是 A 的 第 了 行 区 素 (7 =1.2,-,п), ЙА 
之 ,将 定 阵 转 置 , 即 依次 将 其 行 改写 成 列 。 
不 难 验证 , 对 于 矩阵 的 转 置 ,有 下 列 运算 规则 ， 
G) (WY =A; 
Gi) (A+BY =A’ +B’; 
Gii) (KAY = АР 为 任 一 个 数 ); 
(Чу) (ABY =B'A', 
今 证 (tv): 设 A= (а), B = а A! = (MiJa P” = (pos 
则 (4BY 与 BA" 均 为 pxm B, ШАХ, CAD 的 (i, J) 元 素 等 
于 4B 的 (7 DER, MEN 
È ара (1=1,2,:-,руј=1,2,--,т), 
' WBA 的 (i, DREA 
> Бабы = Бы а, = ass bo 
(@=1,?,+еуруў=1,2, ет), 
于 是 得 到 (4B) = ВГА”, 类似 地 , MER~). 


四 、 方 阵 

方 阵 是 年 阵 中 重要 前 一 类 。 自 然 ， 和 矩阵 的 所 有 运算 及 性 质 都 
适用 于 方 阵 。 

1、 对 角 阵 与 单位 降 

ЖХ ай 


а, Ф 


为 上 4 阶 对 角 阵 , 简 记 为 Ае Га, а, се, а], RL да, 
Ф вож, раны. 


op on EH V h], ОЕ А n ЙГ {Т.П 


1 
ne t ешр 
1 
记号 

1 зщ; 

бу = шы; 
0 щ 1з], 

通常 称 为 Kronecker 符号 д, PIRE AMPE А = Га, а, се, а 


BG, /уж®Ж ЯЯ а,б, 或 0464y， 特 别 地 ,I = (дуан 
对 任 一 严 阶 方 阵 4， 蚀 有 As AL A， 这 是 单位 阵 的 重要 
ТЕЛ. CRH, n ЕЕ и У РЕН ВО АВ ЗЕР 1 Хр 
的 地 位 。 有 时 ,无 须 指明 单位 阵 的 阶 数 ,也 将 亚 记 为 了 
жак) HARER, А, ИНИ 
阵 。 对 任 一 方 阵 4, 重 有 
(KI)A= А(КЇу=К(АГу=КА, 


上 式 表明 ， 在 与 方 阵 相 乘 时 ， 纯 旺 矩阵 好 38 k АЗГЫ PE fE 
Ж. I 


2. FENE 
定义 ” 设 A 为 方 阵 ,规定 
А0=1,А%= АКА (КЕ), 
Ж 4* HJR AW ККЖ. 
AB085823. XPH E АЕ, 有 下 州 “指数 公式 ”， 
G) AA = Аны, gii) (Ағу At 
Gü) # A.B 为 同 阶 方 阵 , B 4B= ВА, 则 
(AB)*= А*В*, 
共 中 ,k,l 为 非 负 整数 。 


5 m 
1. 计算 
.412. 


(D ,1+ Л -1 1- ii 
( 2 I-w -1 ) [ \ 
0 м1: -1 1 
《ii abdy px 
eaf (7), 
def 1 
@ 1 a 
1а ilil 
: (о 11) 
1 а 
(iv) b. 
(` 1. .) b; 
> 1 
аа сеа : 
1 b, 
(+) mz, HR х'= (zu za us ж), A 7 (aya. as 
2, ТЕН: 


G) (A+3B)C=AC+BC, (и) G(A+B)= САЪСВ, 
3， 求 所 有 与 4 可 交换 的 矩 隆 ， 
G) 1, GD 010 
А= | {о 0 中 
01/ 000 

4, ЗР А=В+С, B. B= В, - С=С", RE Ad = А'Ае=»ВС 
=СВ, 

5. n MAY М = 1„-2аа', Жн, а 3908 n ИАН, H а?а =1 
СНИМЕН), RIEM =M’, B MM 

6. ОЕ .4 为 对 称 阵 , 如 呆 4= А5 
A= ~-A. Rii 

Ч) AB BRAIRE, Д) АВ DAUES АВ = ВА, 20 ВН, 
PEST РА БЕЗИНЕ, 


Э ВЕ, 


tii) ЗНАЕ, В ЭАТ БЕЯН, MAB БОНЕВ 
BA. | 

T. WDE [dnde msd В, бој р, ааб, }=1,2, +, п), 
шз DZE REPE АДЕЛ 


—— 


t=O, G) W A.B дЫ 
з.24В + В? Ш\Л 


AB= ВА, 
10. БОЖАЕ RLA 
D зашта 


20 — 18 -27 
21 15 2l}; 
12 8 13 


Gi) 记 A=} (TB), эй 
11, Ё 
@ шш; 


i 


GD 设 如 为 对 人 台 降 ， 已 = AD.A, Q= AD:4, Га, Di IARE. RE 
PQ= QP. 

12. {4 Ае (0), 以 Gs RA 
DARRER 1024 В 

ú, (A) 
X)” Чу) АВ-АВ, (у) =A". 
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一 、 非 蜡 阵 及 其 送 阵 

在 $2 н, ИНЕ ТЕЙ 
“ойра 


‚м. 


MU. Ж 
Са КОР ЕНЕНЕ 


对 于 数 w ARO, MEENAL, ad= Гоа 


йы, SARON a, ирий b. ЖИНИ, ЖШ 
Їй И", BRER, АРГУ A, # ААО, BERENE 
00 
B, Й АВ = ВА= 1) BERRE. 30 a(g 1) ER 
АО ШЕГИ В ИЕ 4B= BA =1, 这 是 因为 ,4B 
的 (1，1) 元 素 忆 为 零 , 而 2 的 (1，1) 元 素 恒 为 1 
定义 “ 称 方 陈 4 为 非 异 阵 ,如果 存 在 辕 阶 方 阵 B, 使 得 
АВ=ВА=1, (1) 
EM, RASER. ЗЕ АООТ B HEARDE 
非 异 阵 也 称 为 可 道 阵 。 
SEI ЖАЛГЫ, ИШИНЕ НЕК. 
МЕНІ SED, D 都 适合 等 式 (1 
АВ; = ВА =1,АВ,=В;А=1, 


则 
Bi= IB, = (ВА)В, = В,(АВ,) = Ву = B, 证 毕 ， 
因 逆 阵 是 唯一 的 , 故 将 4 的 送 阵 记 为 4-1。 显 然 , 车 4 为 非 异 
阵 , 则 4 总 存在 , 且 44-1= 4-14= 了 


二 、 道 阵 的 送 算 
命题 2 若 A4 为 非 异 阵 , MALKA (k 为 任 一 个 非 过 的 数 )、 
АЦА ШЕЕ, В. 
СА) А, (кА) = ДАЗ (60) 


СА (AY (А) АЗ, 

CER) 仅 对 ALA 证 之 ,其 余 从 略 ， 因 和 为 非 异 阵 , 合 有 
АА-АА, ЕХ, ЖИ AT RREN, BARER 
Ж, EREMI, HATDA, Je AA71FAC1A=I 
转 置 ， 得 到 (4-044'= А'(А-!у =1. 同 再 可 得 A 是 非 异 阵 , B 

15. 


(AD = (А0), wp, 

命题 3 АВ АИ, ШАВ 也 是 非 异 阵 , 且 (4B) 
= 了 -14 

CER) БАВЕ, АВЕ, 

(4B)(B-14-D=ACBB-DA-1= АТА-1= АА! =T; 

《B-14-1D)(4B)= B-1(4-14)B=B-IB=B-IB=T， 
由 定义 可 知 ,4B 是 非 异 隆 , 且 (4B) = BATI 证 毕 。 
~， 由 命 古 3, 应 用 归纳 法 ,显然 可 得 如 下 的 推论 。 

推论 ЖА, Аз, s AGSZ ИЧЕТ ИЕ. ДААА, 
WERF HE, ВСАА A) = АПА Аг, 

以 上 两 个 命题 的 证 明 告诉 我 们 ， 对 于 方 阵 4， 若 能 找到 方 阵 
В, 使 得 AB=BA=1, H A=B, HARIR HEREZ T 

例 1 БАЕ (A =A), 求证 IT-24 是 非 蜡 阵 ， 且 
(I-24)-!=1-24, 

GER] 因 42= 有 ,于 是 (I-24)(1-24)=1-44+4A2=1， 
这 表明 !- 24 是 非 异 阵 , 且 (1-2A) = I-2A, 证 毕 。 

但 是 , 一般 说 来 ,对 给 定 的 方 阵 А, 要 找 适 合 (1) 式 的 方 阵 B, 
并 不 都 是 容易 的 ,有 时 甚至 很 困难 。 因 此 ,用 例 1 那样 的 作法 还 不 
能 完全 解决 方 阵 的 非 异性 及 求 逆 阵 的 问题 。 在 本 章 第 五 节 以 及 饮 
二 章 中 ,对 此 将 作 进 一 步 的 讨论 。 

最 后 , 举 一 例 说 明 , 如 何 利用 命题 3 的 结果 来 证 明 方 阵 非 落 并 


例 2 设 4.、3 以 及 4+B 都 是 非 异 阵 ， 求 证 A+ B! 也 是 
非 异 阵 ,并 求 其 道 阵 。 
GERI ЖАТ +В Ж СПАТ АЕ ЖЕНИ RER: 
АЗ +В” = AMI + AB) = ALB+A)B- (2) 


ШШ ЗЕЕ A+B 为 非 异 阵 , 且 
(A+B) = B(A+B)-IA. 


ЭНИН, Ат +В! 也 可 表示 为 
A-1+B-!1=B (BA-1+1)=B'(B+ AJA, (3) 


16, 


AmA 
(А-1 +B!) = ACA +B) B, 证 毕 。 
(2) 式 ( 或 (3) 式 ) 演 变 中 的 主要 一 步 ,在 于 将 А71, B 从 和 中 
提取 出 来 作为 滋 积 的 因子 ,这 一 技巧 在 第 二 章 中 还 将 被 运用 。 


5 


证 明 , 有 一 烈 ( 行 ) 元 素 全 是 堆 的 方 阵 必定 是 奇异 阵 。 
+ ШЙ 奇异 阵 与 非 异 隆之 积 必定 是 奇异 阵 。 
. 对 于 方 阵 4, 若 存在 矩阵 C 专 9, 使 得 АС = О, RUA SRE, 
4. RADITE TL ДАГ, 
1) ЖЕЛЕНИ, ЖКН Ас 

Gi RE 了 4 部 是 奇异 隆 。 

5. Ж А,В,С ЫТ, 

(1) RAIER REH AB = AC THS B= Cy 

(ii) 车 -4 为 奇异 阵 ,举例 说 明 (的 结论 不 或 立 。 

6. АЗ ПЕ  , 如 果 АА А. ААЯТ, 
有 求证 А-1 也 是 实 正规 阵 。 

Т. КІЕВЕ, 0R ЛА ААГ, BAB Е, 
求证 

(4) A-1= A, AATA IH ER E, 

Gi) АВ Ей; 

Н) 对 任 一 正 交 阵 P, PHAP 为 正 交 阵 ; 

Gv) # A+B ZEP (A+ B) sA B 

8. 求证, ЖЭПЕ 4 满足 下 述 三 个 条 件 中 的 任意 两 个 , 则 必 满 足 第 三 个 ， 
OA JERR GDA 为 对 称 阵 ;Gii А ARIA, 

9, Блу тхо, H AA 是 非 异 阵 , $ В=1„- MALATA, 求证 
В'= B= В (БЇ В ЗЇ, RSE). 

10. 设 А,В IRAMA. R 

G) AIB, AB- ВА, ВЗА 也 是 非 异 陈 ,并 求 它们 的 送 阵 ; 

di) 4-1 与 B RRA 与 如 可 交换 。 

11. 设 4. 召 为 司 阶 非 异 实 方 阵 。 求 证 ,44 = BBS AEE 
Q, tt A= QB. 


со гә ка 


п. 


12. дА, Вп, А AB- L, ШЕЯ, RIE 
G) А-В-1 RIER 
ЧЧ) (4-Взузз1- 4-1 ЗЕЕ, ЭЖ ОАО. 


84 分 块 年 阵 , 标 准 单位 向 量 


一 、 分 决 矩 阵 的 概念 
将 一 矩阵 用 柄 直 绥 和 纵 直 线 划 分 成 关 干 块 ， 就 得 到 “分 其 丁 


В”. ш 
го 
A= o 110 
(9 


Ж АННИ, на 


10 0 ` 
suela 1), Аа о) Аше (1, 0), An=2, 


МАН лы 


А А 
a-( u Ар ) 
Аш Аз Г. 


ЕУР, ЖК Ау 4 2х2 БМШ, ОРЛ AG, 
ј=1, 2) 是 一 些小 矩阵 ， 

一 般 地 .将 一 mx n АЛИА ШАЮ rik, 用 纵 直线 划分 
成 : 块 , 就 得 到 一 个 上 xs ДНИНИ, Ж 


тот се оп, 


A= m | An Аз o Аз, |= (А), 


m, À A Аат Ars 


JEH, жж Ац 1, 2, 60те 1, 2, or, з) mi xn, BE, 也 称 
EED AW ГИЙ. ПЛА МИН, 
1. I 


nam, Dun, 
Кы т 


ЗР, CA... AEREA 
的 m x n ЕА, 
ДШ ЫЙ 
ЛЕЙ: 


-1{0 0 
A=| 011 è 
110 2}, 


得 到 一 个 152 RE, 
НАТ KY H ПО ЕЧ ОНИЕ 
ЖИН ЕЕ, AREA TRER 
分 块 , 到 看 需要 而 定 。 
=. явная 
Ж А,В HA m xn їй, у] A.B 作 如 下 同样 的 分 估 ， 
ою с h, 
m j Ац Аш = Аһ 
ту} Аз Аз 


部 分 的 特性 及 它 
Щй, Wl: hi 


А= А 
m, V Ад Аз Ars 
n n n, 
m B. u B.. 
а= m bzi B: 


则 容易 得 到 
A=BES Aun Ba (ЕТ, 2, Fj =1,2,.-.,. S) 
ux 
‚19. 


т m т, 
КА А с Ah 
Ар А» e Аһ 
Аз Аһ Ante 


H TARER ЖЕ, AUTERA. 


ЕЙ 4.1 
分 块 ， 
т 
A= "" 
т, 
L h 
m | Ba Biz 
B= "а Въ Вә 
п, Ba Ba 
则 
i h 
туу Gnu Gg 
m, С, G; 
其 中 
бу = А.В, (ї51,2, 


GERI д 
220. 


теоре 1,2,5, D). 


ША xn В, В Anxi, 22 A, ВЕИТ 


(2) 


m, \ бы быс б„ 
TUN, Ж ЕЕ G = АВ, 
首先 , 4B тх, ЖОНДОН (2) R Gu 为 
тос, LÈ тет, 211 =1, ВСЕ ВОЯ ЖЕ 


阵 ,G bA тх, 
其 次 ,mx EGK (1, D 3638 g 必 位 于 分 抉 矩阵 G 的 某 一 

TH б, 之 中 ,不 妨 设 它 是 бз, ШС, JORR WA 

ї= ттт 1+, Д LEi тәр 

ј= ++ +L ITP, Rh ОЈ а, (3) 
由 (2) 式 ， 

Съ, = ApiBla + Аз2В ++ + AnsBoo, 

HA Goa С, ЈОЛА Aris Ару +, Ay, ЯР {Т Bu, 
Boas се, Bua ВОЯ S 列 的 相应 元 素 乘 积 的 和 。 由 (3) 式 可 知 ，4o 
的 第 六 行 元 素 位 于 4 中 第 工行 ， Bo 的 第 J 列 元 素 位 于 了 B 中 第 了 
列 (k= 1 2, …，5)， 青 注意 到 对 А,В 所 作 的 分 块 ,可 得 


тукып» 


А пани 
Jis =D) абу + X, Gobrs + ааб 
= „© 


ГЕИ 


= ааб, 


REI ЕССЕ, 让 元 素 恰 等 于 矩阵 АВ HG, DER. 

基于 以 上 两 点 ,可 得 G= АВ, 证 毕 。 

定理 4.1 ДИЙ, BBA B арзан, АЕРГЕ ПА? НЛ 
块 (如 (1) 式 那样 ， 村 求 对 4 的 纵向 分 块 法 与 对 了 的 横向 分 恢 法 完 
侈 -- 致 ), 则 所 得 分 块 矩 阵 使 可 按 和 矩阵 乘法 的 规则 相 乘 (将 子 块 当 
作 数 那样 对 待 ), 其 积 丛 好 等 于 4 与 也 的 积 AB, 

分 块 担 阵 的 乘法 是 最 主要 的 分 块 撼 降 运 算 ， 它 将 应 用 于 本 书 

‚2. 


m t ta, ПА 2, 


例 1 设 方 阵 
r nor 
r A B ) 
P= 
„(0 с}. 
其 中 ,4、C BAERE, RE P AERE, AOR P KREE, 


【证 明 】 AGE ?的 逆 阵 《如果 存在 的 话 ) 形 式 ， 设 Q 为 
РИ, W Q ЕЙГЕ Ан 


r onor 


r Qu Qz 
9= nor (о [29 ) 
由 PQ=TI 及 分 抉 矩阵 的 乘法 可 很 ， 
АО. + BQ, AQ + BQ; ) [ L 0 
( CQ, ` CQx 
З BOE КВ 355836, EA 
АО. + BQ =1,, АО + BQ: = O, CQa =G, СО -1,... R 
СЗЯ. НЕ, ДВ Qa =O, Q: = С 分 别 将 它们 代入 第 
-IR RIN AES. Qa = AT Q: ABC, 于 是 


° hr fs 


A` BC 
°-( о c ) 
容易 验证 , PQ = OP = 1, PITRE Р HR, НИШ 
жо. йж, 


特别 地 , 若 A.C АЕ, ИШ 


亦 为 非 异 阵 , Н. 


ЖХ BARDE 
.22. 


А, 

为 分 块 对 角 阵 , 其 由 A.G = 1, 2，…,s) 为 方 阵 ,并 将 它 简 记 为 A= 
ГАз, Аг, А,]. 

А-ГА. Аз, +, АЛ. B= [Bu В, +, В], ДОН A F 
В(Ф= 1，2，…，3) 为 同 阶 方 阵 , 则 容易 得 到 

АВ = (А.В,, А,В, …, А,В,], 
ЖА, А, +з, A, 均 为 非 异 阵 , EAA D LP B= О (ЫЛ 
归纳 法 ,可 得 
= [At Art, =, Ар], 
三 、 标 准 单位 身 量 及 其 应 用 
定义 称 # 维 列 向 量 


rom © 


0 . 
为 (第 /个 )n 维 标准 单位 ( 列 ) 向 量 ， 其 中 了 PIE 1 Ж n 中间 任 一 
DERM. ` : 8 А 
容易 验证 . 
#de=ó G, f=1, 2, n) ~ 4) 
今后 , 若 不 指明 标准 单位 向 量 的 维 数 ; 则 总 认为 它 的 维 数 满 足 
СЕЕ А 
命题 1 对 任 一 水 xn 阵 入 ,成 立 . 
ee (5) 
EAs (6) 


IBe 


其 中 ,as 为 4 的 第 7 列 (7= 1,2, 56, п), а АЖЕ GL, 
2 
DERI АБУЛ» 
А = (а, aa ++, в), 


M| 
0 
Aes= (ab as а) | 1 | =a (ў=1,2,+е,п)у 
0 
o 
将 和 4 按 行 分 块 为 
а, 
А= а А 
¿ 
类 似 地 可 得 
А-а (51,2, e,m) йш, 


ЖИЙ PRYE Р. ср, Rü 138 34 JE ИЕ, PT 483 ЖИЕ PERE 
ЖШШЕ, ADA, SARRERAN, R% Lp 
之 。 : 

例 2 KOP... = (er, е, =s 67) Hn 阶 排列 阵 ， 其 中 
天 jar… 记 为 1,2,…,n 的 任意 一 个 排列 。 求 证 ,n 阶 排列 阵 Parsa 


是 正 交 阵 。 | 
【证 明 】 B Parsa = (er Err ез.) 其 转 置 矩阵 为 
eh 
е, 


ЛИНЕ 
Р.а. 7 : , 


n 
Са 


注意 到 (4) 式 ,可 知 PLA... Рал, СЕ, DARA 
' “мен = дең = ды, 
于 是 得 到 
Р, а Раз, fy 


车 将 Pansa ВТ ВА, WRN 


Жей, h 1, 2，…， 于 的 某 一 个 排列 。 取 转 置 得 到 
Plaas (Ens б, ++, Cin) 
类 似 地 ,可 以 证 明 | 
РР» = 1 
综合 (7)、《8) 两 式 , TA Рл, 为 正 交 阵 。 
例 3 ип 


оі» 
求证 A"=O。 
DEW] 注意 到 A= (0; er, вз; =; ет), K 


(7) 


(8) 
- Ж. 


A= А(0, Er, ез, bn) = (O, Аер, Alz, e, Ар, уу, 


HEOR EE 
Аеу= 0, Аеу= бү, ++, Аер e, 
于 是 | 
А®= (0, 0, ез, ---, е„_›), 

КЭЧ, 可 得 ， : ' 

k 个 

— 

A*m O, r, 0, hy Ezp s ea). (kal, 2, е, 


m). 5 


中 


N к=п, 9 A"= О, ЖЕ}, 
#14 жАтхп Es. 证 明 ， EAE n EE x*,， 恒 有 
Ax=0, R| A= O, 
› ВЕКЕ п ЭШ x lis Ax = 0， 那 本 ， 特 别 
хее (ј= 1,2,6, п), WPA 
Ае,=0 (=1,2,+е,п), 
Ш(5) д, Ае, 5 АЙ # A= 0, Ми 
例 4 证明 中 的 淮 理 方法 是 常用 的 ， 须 加 以 注意 ， 并 学 


E. 
815 ав 


0 0..1 -a 
为 Frobenius ВЕ, EI ОТ 104и 的 任 一 正 整数 
以 及 任 一 组 不 全 为 次 的 获 ba bis з, bas BA 
BR +b, iP tt. +bF + bolaO. 
ed {E A=b,F' +b, iP +e +b F +b, FEWE A 
Чол АЕ, 4 
а= (= 0, 3-15 зе; =t), 
则 
F = (es, 6з, > en a), 
由 (5) 式 ,4 的 第 1 列 可 家 示 为 Aer, 而 К 
Аер= 0, Ре +b, 1Е%7е + +b Fe + baei, (9) 
ЖН) иие 
Fer- es, Frer= Ев; = ёз, es К'еү= 6,1 (5+1), 
代入 (9) 式 得 到 
Ае; = 0,6,3. +b es +. + Бе; + bye, 
= (00, Dis p bas 0, 0). 
H bos bi, es Б, FEDE, M Ae СШ АУ 1 列 ) PF, 于 是 
+ 26 - 


A=0, 证 毕 。 

对 照例 4、 И, KERE 4= 0， 可 证 4 中 任 一 列 ( 行 》 
Х.Е ААО, 可 证 4 中 至 少 有 一 列 ( 行 ) 非 零 。 

ш, PER ` 

命题 1 说 明 , 通过 标准 单位 向 量 可 将 4 与 4 的 每 一 列 ( 行 ) 联 
素 起 来 ， 进 一 步 ,下 面 将 说 明 , 通过 标准 单位 向 量 可 将 4 与 它 的 任 
何 子 矩阵 联系 起 来 。 

定义 在 mxn 阵 和 中, 任 取 K 和 行列 (1<k<m, Iian), 
位 于 这 行列 交叉 点 上 的 元 素 ， 按 店 来 在 和 4 中 的 相对 位 置 构 成 
kx1 阵 , 称 此 第 中 为 上 的 一 个 子 矩 阵 。 

Ж А = (а) DARY 1,1,6 ta RA Jis ос, Ji P 
AERLE LEL С Лон) МАТЕ 

бы б, б, бал 


аы бы с Onn 


Qan бил. з йуу}, 
зке, ЕУ k Br EBE РОА. 


Qon Gan с Uppa 


[° возо )- Qan Gop `“ аш, 


һ з р 
Чал бы, сз Gan 
h 1, ... і, оо 1 2... k 
#4( Б . ) 为 
h 和 1 2 < k 
k B t +b, 7 
命题 2 A= (а) 则 
Gy е. 
Gan О ann e 


= М А(е еу 560). (10) 
93, Gas с Bni eh 7 


‚жт. 


GEHI ХШ k=l=1 的 情形 . 即 


РЕА 
事实 上 © А 
0 
9 
Ае, = (аа, Gs ty Gigs oo 1 | =a, 
0 


再 利用 (]31) 式 证 明 (10) 式 ; 
е. 


БЯ 


А (е, ё," ё.) 

‚ 
En 

еде, e, Ae. o Aen 
Aen Aen o Aen 
“a AG, ChAes o «Ае, 


Gan ыз. б Шу, 


Зал Gan + Gas 


a 


ЕФ ЗОНЫ МИЕ О. у 


бу, 


12k ayo la 
<( =| [А(ё‚, фай", еъ). (13) 
СА С 
3 8 И 


_ I Qy. 
1. 设 .4 为 正 交 阵 СВОЕ, ЭДЕ ЖЕ). RE и-( 9 也 是 焉 交 阵 


п, SARR). . 
2, W A= [bilan bolsa ВЛ], 其 中 х nman H bo ka ee B, 
ETEA. Жїр n MARB 5 ATB N jE S & Bb ВЕТА, B, …， 
B.), Sh B, 5 n WG =1,2,--,3), | 
2. MANMAN Hermite ЕН), 如 果 A= 2". REDRAR 
RAAB 1С, фир B.C Е. REAN Н- ИЗЫШ £ 


[В С 
лие | сов 为 对 称 阵 。 


4. RUV Ana MEXE, DI r MERRE, Hr<a, Eh 如果 


DO ро 
vl Jorr ( }уъи 
00 оо 
оо) (о о) 
Uu =. ГАА 
бо. o хоо 
. ` до\ `: 
5. 设 A.C 为 非 异 隆 ; 求证 #-[ с) AFERE HRH P, 
А 


6， 证 明 n 阶 排列 阵 


ЯЗНЫ, 
Tk озат 


Pe 


0 10. 0 
6 0 1-- 0 
000.0 
100-0 Ojan 
RE 
O 1 
A= (h=1,2,...n- 1) A= I 
L о 
В. RABIA mx n Ж. Д, ЯНЕ nxp EC, EH AC = BC, 
BJ A= B. 


9. ¿AD тхне, b 为 傣 维 列 向 量 。 洲 对 任何 非 尝 的 皇 维 列 向 最 z, 
EH Ал = 5, Ж A= O,5=0. . 

10. 证明 ЖЭБ ИАР, ПЕНА ЗЕЕ а 和 В, EF aA 
+0, 

И. EE п ЙҮЗЕ А, WEK п HELL z, {НТ х'Ах = 0, 
则 4 为 反对 称 阵 ( 即 4= ~ A). 

12. ШЕ, Ак i f$ j Ул 1, Жл ЖАЛИ. ШВА. 

G) EuS Ey Eu = баз 

QU EAH A WSB AE, = EyA, M qasasqa =O (А), 
9а=0 (Ај), Жоро, А, Ж, 

Gi) 与 所 有 方 降 可 交换 的 方 阵 必定 是 纯 量 阵 。 

13， 写 出 下 列 矩 阵 的 子 矩 阵 与 原 短 阵 的 关系 式 ， 

G) 1 2 -13 5 


1-1 04 7 

Ato 5 15 el 

1 0 21 -1 
-14 了 
子 矩阵 + 
01 -1 


` ‚134 
Gi) A= (cosvo 三 阶 主子 阵 A ) 
\134/; 
14. RA mxn., WRAS A 的 子 矩阵 之 间 有 如 下 关系 \ 
| “( йй е i» ) < | ә», ): 
оь dn ins rafa Je © 


1304 


1 


u= 


$5 ШЕФУ 


AB003938 Eh ШИЙ RRES А ОСО С А), Ж 
而 ， 它 的 作用 并 厅 只 限于 透 线性 方程 组 ， 利 用 初等 变换 将 矩阵 4 
比 为 形状 简 关 的 矩阵 3， 通 过 8 来 探讨 4 的 基 些 性 质 ， 乃 是 矩阵 
论 中 常用 的 一 种 方法 。 这 方面 的 火 部 分 内 容 将 安排 在 第 三 、 八 两 
Ж, 本 节 仅 介绍 初等 变换 在 化 简 矩 阵 以 及 求 道 阵 中 的 应 用 。 


一 、 初 等 变换 与 初等 阵 

定义 “分 别称 下 列 三 种 类 型 的 变换 为 矩阵 的 第 一 ,二 ,三 种 初 
поа, 

《1) 对 调和 矩阵 中 任意 两 行 ( 列 ) 的 位 置 ; 

(2) 以 一 数 乘 矩阵 中 基 一 行 ( 列 六 

(3) 将 矩阵 中 其 一 行 ( 列 ) BJ k 倍 (k 为 一 个 数 ) 加 到 另 一 行 
{ 列 ) 上 去 。 

扼 阵 的 初等 行 变 换 与 初等 列 变 换 统 称 为 矩阵 的 初等 变换 。 

对 调 单 位 辽 的 第 1 行 ( 列 ) 与 第 了 行 ( 列 ) 的 位 媳 , 得 到 方 阵 


t J 


i а) 


ар c ДЕЙШ 1 43023). ЕИ 


ис 


D.(e) = 


1, себ (2) 
1 


| 


将 单位 阵 中 第 j 行 (i 列 ) 的 倍加 到 第 1 行 (J 列 ), 得 到 方 阵 


1 
1 
loek і 
т.к) = : ` G) 
1 
1 
定义 “分 别称 上 述 (1)(2)(3) 种 类 型 的 方 阵 为 第 一 、 二 , 三 
初等 陈 ,并 统称 它们 为 初等 陈 。 
命题 1 EE ARUST 变换 后 记得 的 矩阵 了 等 于 
以 一 个 相应 的 初等 降 左 ( 右 ) 习 А, 


CEMI 对 于 初等 行 变换 ,要 证 明 的 结论 是 ， 
G) 车 对 调 4 中 第 上行 与 第 了 行 的 位 团 得 到 В, 记 为 


Й 


U В=Р,,А; 


Gi) И ссе 0) ЖАШ i TR B, 记 为 
.32. 


A= -| а, H sess 


IU B= D,(c)A, 
(ш) 若 将 4 中 第 J 行 的 大 倍加 到 第 土 行 上 去 得 到 В, 记 为 


>f a a + kas 


则 了 =Tu(k)A, 其 中 ,a REARS 111, 
ЖАЗ; т хп PE, WERE ERNER т, ЕЖЕ 


G 
i e 
e 
3 } 
P=] : Dec)= | ce], сб; 

e : 
g е 
en 

е 
е, +ке, 

Tak =j , 

е, 

r 

Em 


ARARE TEG. MDAA, ДЕ 


(е\+керА | | Z+ Ka, | 
| 

=} H = H = В, 
| аА ¿ | 
: | 

U aa | 


9Р3. УКЕ ЛЕ. 


m 
AY А (астау) (arsa )= B, W B= AP, 


(Y 3⁄ A= (C. саге) = В, c0, NM B= Ар, (с), 


(Шу А = (аа) Сака аре) B, B| B= 


АТ, (k), 其 中 ,ay REARS jL 证 毕 . 

为 了 便于 记忆 ， 我 们 将 命题 ED EREE EE 
初等 变换 之 间 的 关系 概 拖 为 :“ 左 行 右 列 , 首 直 为 主 " 的 八字 规则 .。 
“在 行 右 列 ” 意 即 , 左 缚 初等 阵 的 结果 相当 于 在 短 阵 中 作 相 应 的 行 
变换 ; 右 飞 初等 阵 的 结果 相当 于 在 矩 降 中 作 相应 的 列 变换 , “首尾 
为 主 ? 是 专 对 第 三 种 初等 陈 来 说 的 ， 即 T. (k) ARARE AK 
МЫ, “РР T (k) 的 下 标 之 首 ; Tu (k) 35 A 5248 A 0 35 
ЛУЫ, PRET T OR FRR. 

出 命题 1 ASME YE UH, P.P, =I D(oe)D(c"1)= 1, c0, 
Т(у К) = Tul ЮТ, (К) = 1, 

命题 AREA, НОДОН АЕО НО ЈАРЕ, 即 

P= Pus руе) =De), c0; THK) = Tulk). 

作为 练习 ”读者 容易 证 明 , 非 异 阵 经 初等 变换 后 仍 为 非 异 隆 ; 
冶 异 阵 经 初等 变换 后 仍 为 奇异 阵 。 

我 们 约定 ,初等 行 ( 列 ) 变换 的 示意 篇 头 标 在 
边 ,如 命题 1 证明 中 所 示 。 
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矩阵 的 左 ( 上 》 


0 -1 4 
由 八字 规则 可 得 := Ti ( 1)А, ЖШ 


0 2 4 -3 
Е -1 2 :| 
1 0 -1 4 
1 0 -1 1 2 31 
(i: 16 -1 za) 
00 1 1 0 -14 
二 、 用 初等 变换 化 矩阵 为 对 角形 


定理 5.1 任 一 届 xh 阵 和 4， 必 可 经 有 限 次 初等 变换 化 为 如 
证 形式 的 m xn э} ЖШШЕ ® 


3 


t,o 
(5 o) 
亦 即 存在 初等 阵 Pi, Pas …，P, 及 01, Qos ~, Q,, 使 得 
1 O 
злу = (0 о), 

EP, 4 是 适合 0 二 3 去 min (m, n) HERO, 并 约定 14 RERE 
РӮ. 

【证 明 】 ЖА = (а), 

ЯА = 0, ШАБА Br RER 

车 4 关 0， 总 可 用 第 一 种 初等 变换 将 4 变 为 左上 上 角 元 素 非 堆 
的 矩阵 , 故 可 设 alt 闪 0， 将 第 1 行 的 ( ото) 倍加 到 第 工行 上 去 
(@=2,5, +, т), ҖИ 1 ARIC ata ШЕ у ЖЕ (= 
2,3, +, n), ЗНД ау ЖЕҢ 1 47, нр АЛЕ ЗИ F ak 

10 
( 0 А ), 

ЖР, A, 09-1) x (n — 1) 

ЗА 重复 以 上 的 讨论 ………, RANGERET, 便 可 
得 到 定理 的 结论 。 ЛЕ, 

本 定理 中 的 s ШЕЕ АЕ ВНЕСЛО 13), s 的 重 
要 含义 将 在 第 三 章 中 说 明 . 

三 、 非 异 阵 与 初等 阵 的 关系 、 送 阵 的 求法 

定理 5.2 А 为 非 异 阵 的 充分 必要 条 件 是 4 可 风 示 为 育 限 个 
初等 阵 的 乘积 。 

【证 明 ] 充分 狂 是 显然 的 。 下 面 证 明 必 要 性 ， 

设 A 的 阶 数 为 n， 出 定理 5.1， 存 在 初等 阵 P, Pr, e, P, 以 
及 Qi, Qis s Br, 俩 得 


i, O 
Р, РР,А0020, (о g jasn 


Ф ia тіпт, п) дл m.n фа TE. 


| 10 1,0 
шаю, a(o o) вая Атлета (оо) 
中 至 少 有 一 行 全 为 令 而 成 为 奇异 阵 (83 习题 1)。 于 是 得 汉 

В, PabiAQ:Q20, =L, 
йш 


А =РтіРу1.-РлОу-ОпОт. 
BAR. PT Ога е1, 2,6, j=l, 2,06, D. 
证 毕 . 
利用 定理 5.2 可 将 定理 5.1 写成 下 面 的 等 价 形式 ， 
定理 5.1” уй к mxn А, {рук т ЛЕ P. n ЗЕ 
异 阵 О, 使 得 


1 0 
rao-( 0 0 ), 
其 中 ,s 是 适合 0<s<min(m,n) 的 整数 。 
此 处 “等 价 ” 的 含义 是 ， 由 定理 5.1 可 外 得 定理 5.1, 反之 亦 
然 。 山 定理 5.1, 容易 得 到 下 面 的 推论 . 
推论 нЕ A, 必 存 在 分 解 这 


ал106 о )м, (4) 


其 中 , 工 ,M 为 非 异 阵 , зп, 

命题 3 БА, BAARNE. F АВ=1, (Ж ВА=1,), MJ 
А,В 均 为 非 异 阵 , 且 它 们 互 为 逆 陈 、 

【证 明 】 H ERRENA, FER LM, 使 得 


t, 


А=1 ( )м, sn, 


因 АВ =1,, 所 以 


каж) 得 到 
+з. 


I O 
N B=L-1 
(5 о)“ , 


由 此 即 可 断定 a =n (EM, ЕХ ЕРА PERERA 
ФЛ bA L ERTA) 从 而 A= LM. 865 053, А 


为 非 蜡 降 。 
在 等 式 AB = 1, БАЗ SIR B= АТУ, ВДЕ. 
且 易 知 B-1=A。 证 毕 。 


13 表明 ，AB =1 ДДН BAI WIRE 
RET АВ = 或 BA= 中 ， 便 能 断定 人 与 了 均 非 异 。 
#2 Жа, СА т, п ИЛ, B mn B дме 
А B. 
( ) 为 非 异 了 ,求证 ,A.C 均 为 非 异 阵 , 


о с 
【十 可】 WER MAJER НЕМ! {ЫМАН ОУ ЫМ! = 


X Y 

( zw u 

. 0 

we ( ( 

* CW о LJ, 

于 是 得 到 
CW = L. 

由 命题 3 可 知 ,C ARRE, А MM = L... 同 理 可 证 АД: 
为 非 异 阵 。 ЕЖ, 


命题 4 方 阵 44 非 异 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 人 44 作 有 限 次 初 等 
行 ( 列 ) 变 换 后 可 将 4 化 为 单位 阵 。 
DERI 若 4 非 异 , 则 44=T。 ВАЕН АС! Е, iE 
定理 5.2 可 设 
A- =P P,P, 
其 中 ,P(t=1, 2, =, SHIRE, FEAA = T, 即 为 
P,PaPsA =1. А 
ЯЕ АИТ АА НН 4 化 为 单位 阵 , 从 而 必 
SHERHE, 


. 38. 


反之 , 著 对 4 作 有 限 次 急 等 行 安 换 后 可 将 人 化 为 单位 阵 , 即 存 
在 初等 阵 P 1, 2,06, s), 使得 
Р,.-Р,Р,А =I, 
щш З АП, А ЭЕ. Н. AT =P, PaPa wH, 
ИЩ АЯАР, КН TAD ERORA ИП A “АЯ 
BREA, 了 D 只 作 初 等 行 变换 后 能 化 成 (1，B) 的 形式 ， 则 A4 为 非 异 


Е, В A=B, 
例 3 证 明 方 阵 
100 
-143 
AARE REME, 
J 
1 1001100f 
(А,1;)= |: 1 1 | 0 1 小 
-14L43i001 
1001100 
{| 11111 小 
L Ao 4з тот 
1 0 ° | 100 
{:: 11 1 :小 
1\оо-1 1-83-41 
10 0| 1 00 
\:: o 1-2-3 | 
(-1)>\0% 0-1 i-3-41 
100} 0 о} 
{а -3 ) 
без] 4-1], 


ОЙТ Г, А 非常 ， 


ш 


1 0 0 
Е -3 1 | 
3 4 -ih 
现在 , 回 过 来 讨论 一 下 定理 5.1" 中 非 异 隆 P 及 @ 的 求法 。 对 


1 0 А ` 
于 给 定 的 4, 在 用 初等 变换 化 为 ( Co) 时, 只 要 记 下 相应 于 


等 行 变换 的 初等 阵 Pi, Ps, m, P, 以 及 但 度 于 初等 列 变换 的 初等 

PE Ous 0, =, Ors ФР=Р, РР, Q = 919:…0,， 即 可 求 得 使 
L о 

с о) ЖЕР ЫЯ Q， 但 是 , 这 一 方法 神 当 

ЖОЙ. 下面 给 出 利用 初等 变换 同时 求 得 P、Q 的 方法 。 这 种 方法 

无 需 记 下 相应 的 训 等 阵 , 也 不 必 求 它们 的 乘积 ,其 基础 是 下 面 的 全 

B. 

命题 5 设 A.P.Q 为 定理 5.1 中 记述, 则 


P O A L, Q о 
(аа 060) 
[° o) | 
=| \o о (5) 
Q o 
DEWI PEHE, ERRUER Е, 


ноф (о 0) (о о), шея 


5.2, Пр ЕО УАВ ЛАА. Fæ (REH, R 
要 对 分 块 矩阵 
А 1. 
(„ в) 


Ауто тт, 1 n НОХЧО МИ 
K Oy) 

(¿ o) 
о о] 


PAQ = ( 


©. 


һо 
的 形式 , 则 Ро нв РАО- (о o EEM RA 


й4ї 设 


| ° 1 —1 -1 


A= 1 1 0° П 
-1 ~2 1 0 


L O 
жаяр о, врло 成 为 ( O o ) 的 形式 ， 


#1 


о о о 


а. 


(D 


11010 


42. 


1 1 1-21 | 

jo 1 1 1 0 | 

cjo 10 | 

Ë o 0 1i | 

1939) i 
1 =l =l -2 
0 1 6 \ 
0 1 1 | 
P=; 1 00 = | 
0 0 1 40 

1 1 1 

оо 0 1} 


四 、 分 块 初等 阵 及 其 应 用 

定义 ”分 出 称 下 列 三 种 类 型 的 安 换 为 分 世 矩 阵 的 第 一 、 С, 
ЖТС) 

(1) ПИЛ БОШОН {ЕРИН ОЛЮМ Ез 

(2) ШАРЕ СОНС» 

(3) MEREK ADRA RERE СЈО а] T 
GNER, 

REPER EE ЙЫН ЭЛЕНИП A RERE 

MARA t АЕТ, Lo cts Tul, WARE i fT 
B J {ТИ te gt, ERE 


гә = 1 <in 


ДИДЕ IASA J 列 的 位 置 , PHARE 
i J 


Pullh,, h.) = (<j) 


` "h. 
ИҢЕ С ERRAR 1 行 ( 列 ), 得 到 分 类 阵 

DKO) = Ш, =, Ina v Cs La o ts Б 
以 矩阵 下 左 ( 右 ) 乘 其 第 了 行人 t 列 ) 后 加 到 第 i 行 (J 列 ) 上 去 ,得 到 
ЯШЕ 


tj 
th. 
1 L K 
Ta(K)= ` u 
J h. 
ha ` 


定义 “分 别称 上 述 Pu Ons b) GR P.G, Iu), DC), Т, 
《K) 这 三 种 交错 的 分 块 阵 为 第 一 、 二 , 三 种 分 块 初等 阵 ， 并 统称 它 
们 为 分 块 初等 阵 。 

Ж A= (Au) От Au X mxn ВЕ (021,2, rja 
1,2, 5,8), WB Pilin, LJ), РСС) ТК) ERAN, UB 
tar, ham G=, 2,56, r) Р... 1), РСС), ТСК) AR 
Ан, =s, an (j=l, 2,1,5). ZAER, HAREE 
АТО ЕТИШ ЭНЕ В арр — AAR y 
块 初等 阵 左 ( 右 ) 乘 4， 且 “八字 规则 ”仍旧 适用 (类 似 命 题 1, {Н 
注意 ,在 对 调 行 时 ， 相 应 的 分 块 初等 阵 取 Psy СЬ, D) ERWA 
时 ,相应 的 分 抉 初等 降 取 Pals ,))。 

根据 命题 4, 车 对 分 块 隆 委 作 有 限 次 初等 行 ( 列 ) 变 换 后 得 到 单 
位 阵 , 则 和 4 是 非 界 阵 , 且 A-' 是 相应 于 这 些 初等 变换 的 分 块 初等 阵 的 
积 , 这 一 结果 , 亦 可 用 于 求 分 抉 阵 的 逆 阵 ,其 演算 形式 类 侯 于 例 3、 


+ 


例 5 设 A、C 分 唱 是 m、n DER, В nxm D$, RE 


ОА 
M=《 p) БН ЗЫН м, 


U ROM, Т, 8492363845 aims R), Д) 


M'!=R. 
—/ O A; L О 
(М, ham) ' : -~ 
> VC B: O L, 
_ ñ в: O 1 
LBA) \О А: I, a) 
C/C O : -BA h 
- i 
AOA! „ 0 
L O: -CBAC С 
= i 
O I, i A` 9 /, 
所 以 


o AN (“= e 
( „) À A" с), 
特别 , 当 B=0 时 ,得 到 
О AN" [ о =) 
(° °) Лат о Г. 
#06 (Sherman-Morrison ARH A п ИЧЕ, в, 8 是 
n 维 列 向 量 , 且 В'А aS — 1, NJ A +a 是 非 异 阵 , 且 
мааа Атев А! 
Аав) АА. 
GEH) 下 面 给 出 这 一 公式 的 由 来 。 它 是 将 A+aB “JT Br" 
后 再 利用 分 块 阵 借 初等 变换 求 北 阵 的 方法 而 推导 出 来 的 。 
Сау 1 19) КИ, 
Н } > | } 
` (o Arog! 101, (B'A) a КИН 


一 (全 BAG 


一 > 


1 | Et+RBA-Ia O 1 l+B'A la И 


а АР a 1 


GEBA a)i [148A a О: 14RA a AS 
> А H __афАЛ% 
А» ° ai о 1. гта) 
А ВАТ! ` 
oii 767 | 
> H J 1 
Н „ур AaB AT 
9 „10 A- Ippa a | 
жү TÊ Yaun, ттл ав ша УЕ 《由 他 
HIU o Arap / РЬ ЫШ A +e Е 
2), B 
УЕ 
人 -8 y [1 ripam 
O Atag] а ARAI 
И [o АЗ Tr Ai |, 


ПВА 06811, 应 有 


1 -BAN /1 。 
(, А) -(。 (Atag) ) 


ЖЕЛЕ, 即 可 得 到 所 要 证 明 的 公式 。 8, 
Sherman-Morrison 公式 在 计算 数学 及 最 优化 理论 中 都 有 应 
用 。 


习 m= 
1， 对 下 列 初 等 变换 , BAERD Е DUE B 5 А ZAARRA 
с <= 
Gü) -3/1 0 -12 i 0-1 2 
A= fe a rafa 3 3 2) 
Vi +q аала 2 1] 


(0—4 


1 


GÐ эу 1-1 1A (-1)1 
ШЕ 1 -小 | Ҷ- 
1 -1 1 L 


100 
yt 0 1 
‘000 
2， 设 4 为 非 异 阵 。 求证 


O 若 对 调 攻 的 第 六 放行 位 置 得 到 В, 则 B-1 RETHA R d 
Еа їз 

GD ЖЕРЕ АК c RARI ИРЕШТЕ Р, Д) PA tF A 
ЖУР АЙИН с 所 得 的 矩阵 。 А 

3. ЖЕЙ. АВО ЕЕ ЗОРЕ АЕ. 

4. А п ЧЕЗЕНА. ПЕНН, Е a ИЗРОЗРЯЧЕ В, С, ES 
АВЕ СА= О. 
5. HES] БЛУА ЭТУ, 
6. НЕ ЭОЕ i ERENER, 


G) 100 qi) 2 3 4 
КЕ 4 路 af: -2 ') 
-1 3 1/ 3 18 


100 
100 
100 


1. 
1 1 1 1 Gi) 2100 
ü) 1 1 -1 -l {902109 
4 [: -1 1 -1] А оо2 1] 
1 -1 -1 1 0002 
ану 001 -1 Gv) 11 1 
031 4 1 
= А= 
A276 af’ 0 
122 -1 Еа 


о б). 


а. 


9. TER- R rin 9 第 二 溃 与 第 三 种 
10. ¿Zulu E n АЕ, iO H (u, о) = at ut, 
初等 阵 均 可 写成 形 旭 H (u, v) 的 秆 阵 - 


п. it 
1 
ñ °) 
1 , 
23 0 


ж 


证 第 一 、 =, 三 种 


А 


其 中 是 是 方 阵 。 仿 照例 全 的 方法 ， 求 出 非 异 阵 P， 使 得 PAP ADRA Л 
阵 。 


12. R FADER, 


GO a 
а Ку ) Xh Ñ 990, 
а. 
G) ба © 0 
af: o |) 其 中 Пало 
Лао 
{iii) 0 0 … Ü -o 
efis 79 т) в„җ0, 
00. 1 -am 


13. Ж А,В 为 同 阶 实 方 昨 , LA E C: A- w-18 RERE (ША, 
C=- A+ -18 也 是 非 异 阵 ) Жі, 


® Å =ош а, 


+48. 


A В y 
(2, 
( сз1-/-1Сз1вС-! псую) 
TBc Ci y -aBC 


& 做 s 
1. RAH тха ШШЕ. Bh АЯ = OGR АА = O), МА = O. 
2. 证明: 对 任何 1<k<n, EE 
AtA + А„= (А, + A+... + A) + (Aa. + tAn), 

其 中 (1= 1,2, +, 9) 为 问 阶 方 了 省。 称 上 式 为 加 法 的 一 般 结合 律 ， 

3. ЙА, В 为 同 阶 方 阵 , 且 AB= ВА, Жїн 

(A+ Ву" = de+Cide-1B+C3dn-a8+…+ Br 对 Съд"-В», 

4. ИЕ. ЕЕ А, 必 存 在 礁 一 的 分 解 式 4= В+ С, 其 中 B= 
В, Ç= -Cr。 

5. ЖАЗ mx n KEE з п MENRE, ПЕД, НЕ -- 3789 n 维 列 
HE z, 成 立 

G) z'Ax=0, 

(ii) х'(1„+з)х]>0, НЯ әт = 0, 

Gii) mt(4A14+5S)z>0。 又 若 等 号 成 立 , 问 t 是 否 为 零 向 是? 


6. 设 
“ s b б 
4- ( а а ) 2s ( n $, ) 
-% а -b b 


证 明 ，(i) 485 ВА 也 是 形 如 
(z š) 
ча ш 
的 方 阵 ， 


Gi) Яго, 6,0051, 2) 为 实数 , 则 AB= ВА, 
Gi) 4а, 60-1, 2) 为 复数 , 则 未 必 有 AB- ВА, 
Л. WARE ME 
А = (A (h 为 正 整数 )。 
шй, G) PA A 
Gi) (A) А, 
. 49 - 


G) Pæt 

Gi) A -A+ I= О, 
Gii) АЗАА Dha 
Gv) О 为-… 


й). 


9. 54 8 nxm BE, Ву тхл. Ж -AB АДЕ М. 证明 


La- ВА АБЕ ЭКН, - BA) 
(TUR: 应 
= (1„- BA)B, ЖЕ Җ°1„- АВ 是 非 异 阵 ? 的 条 件 .》 
10. пф] Frobenius 5906 
0 0 0 -a 


1 0 0-а 
Е=| ` . |. 


90. 1 -a 
ОЕ" жаК" + pa, = O, 
(Чүш АЖИ В, ННЯ ВР = РВ) 
A= (а), 求证， 
A= am F*- t app + tan + audae 


п. 称 方 阵 


со ә ос; ©з Cnt 
в Cnag en 
co Co Саз 


п. Ш. ПИТНА Е, 
{ 提 示 : 利 用 64 习题 7 的 结论 .) 


RR. - AB)A = Aln- BAMRRER BU- AB) 


12. 方 隆 A= (a.)... 称 为 上 (下 ) 三 角 阵 ,如 果 ><) 


证 明 ， 
.50. 


Су тС 


5.1 中 的 s АЕ—й 
к Т ТРАЕ m Br TEHET 


(er) 


s PAE a DERRE О.О 


L 2 )- о 


ов (G o) (G o) ооо. + OTUNSHE 


利用 S5 P) 2 的 纸 认 可知，*s<tn 丰 可 能 .) 
14. ` 4 bm {ЕЕ D Еп BDE, ВУС А mx n у nx m BE. 
АВ 
Ri M= 
RIEM: (2 p 
CATB жй, RX 
A 2)" (исе -ABF ) 


узиге - Сача 是 非 并 阵 ! 且 当 F=D- 


ср -FACA F- 
ЧАРАН. 
(ит, позна (2 p) e (1 pern) 
15. Айт, DEn ИР, B УСА m x n 5 nxm PE, 
A (4 р) EER Pend- BDC BERM HH G=4A- 
врс ZERRI ЖУ 
а By сч -GBD 
c D) “А -ресс D-t+ D CG-BD- ) 
ОЧЕВЕ КЫЙ ЛЕШЕ. 
16. ЖАЯ m 5 a ЕЯ, В, СОН mxn 5 nx m Ë. 
RE 
G) $D- CAIB EERU N A- BDC HERRN B 
(A~ BD-1C)y-1= A-1+ A-1B(D ~ CACB) CA 
Gi) $A- BDC тд. N D- CAB 也 是 非 异 省 ,下 
(D- CATB) = D+ D-1C(A- BD-1C)1BD-:, 
кН. 
N. Q A. B.C. D 


B D-CAOB Ар. RAE, 


БЕТ 


с р)-4- BD=C,C - 0В-'А, В - AC-1D ERER B. 
А Bv": /(A-BD-C)u (C-DB-:Ay-: 
(с р, (acap (D-CA-1B)-1 ) 
上 式 称 为 非 异 阵 求 道 的 第 三 降 阶 定理 。 
《提示 :利用 前 两 题 的 结果 .) 
18. RJA 16 题 的 结果 ， 证 明 第 9 题 以 及 Sherman-Morrisoa 公式 。 
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第 二 意 行 列 式 


ТАВРИ СОКОЛА. Ханеке 
初 已 出 Cauchy HAE, HUFETCGHIGIE ЕТЮ ЕН, FE 
Boh, {т дж Л EB i RAREN HANE. ШУ E W H 
于 力学 、 工 程 数 学 以 及 其 他 科学 领域 本章 将 介绍 行列 式 理论 的 
一 些 基本 内 容 ,并 初步 把 它们 应 用 于 线性 方程 组 和 和 矩阵 理论 方面 


介绍 有 广泛 应 困 的 行列 式 降 阶 定理 以 及 Cauchy-Binet 公式 。 


п 行列 式 概念 


在 初等 代数 时 学 过 - 阶 行列 式 


а Mg 


= Q022 - 8241 


不 等 于 零 时 ,二 元 


fom + aaxz = b, 


арх + 022xX2 = b; 


Е 


Ж =ф1р їл 
а, а а! 
Da= д} ай» а | 
dad + 90205503, è 03011032 7 930043 


= 0йэйзу = Чи 


с) 


《2) 


49 + 


不 等 于 零 时 ,三 元 线性 方程 组 
| а |х+аХ; + @,уХу ® b, 


GalX1 + G22Xs + ga3X3 = bz 
аз + аха + 130) = by 
ТЕ 
b, az а: | ||“ bi аз 
1 
а= тр be Qa ae) а= р ац b a| 
3] 3i 
15, оь agl Таз ba йз 
1 ka az b, 
Xy=-— б аз b, 
з= р, n Фи b 
a3 йз bs 


ИЖЕ, ЯТУ] ХЗ НК ЗЫЛГАН. RARER EM, 便于 
记忆 和 和 运用。 

B PAK TP 
ФЕБ Тай ЖАП 
y, А n А-О, n 个 方程 的 
论 的 主要 内 容 之 一 。 我 们 拒 如 下 方程 组 


ацх+ Cigg ++ жа = bi 


论 一 般 
TA, AREA EIER 


as ixi + 05, 


3) 


ЖЕЎ } ЖАН, бу 
个 方程 的 常数 项 , iM 

二 ,三 阶 行列 式 对 
发 ， 是 奉 可 引进 所 谓 4 阶 行 


种 组 的 作用 得 到 雇 
论 志 阶 线性 方程 组 的 


求解 六 AE RMA- D, 和 三 阶 行 列 式 Da 


ED, КОЯ 
vY) D; ñ D, 前 是 一 个 


或 31 = 6 项 的 


э 


ИТ ике 2 е 3 знята и, 
(2) Shi Sp f SU & г, ПОВЕТЕ, 每 


一 项 的 各 个 因子 cu 按 这 样 的 顺序 写 出 ， 使 得 它们 的 第 一 个 下 标 
排 成 自然 顺序 (还 各 (21) 和 (2) 式 中 记 写 出 的 那样 ), 风 我 们 发 现 ,对 
Ds 米 说 , 带 正 号 的 项 所 确定 的 第 二 个 下 标的 排列 沟 12, ТИРА 
的 项 所 了 确 定 的 第 二 个 下 标的 排列 却 为 21, 它 与 自然 顺序 12 有 了 
ДНЯ”, Ш.А] Da 来 说 , 等 一 项 的 第 二 个 下 怀 的 排列 ,对 应 
于 带 正 号 的 项 是 123, 281 和 812, 它 们 的 颠倒 个 数 都 为 偶数 (包括 
F), 对 应 子 带 负 号 的 项 是 521. 218 和 182, 它们 的 其 倒 个 数 都 是 
HA. RAER RINEN RA Ep E TARA ENA 
号 。 

由 上 述 分 析 可 见 ， 有 必要 先 对 车 个 数 的 排列 次 序 作 一 些 计 
论 。 在 初等 代数 中 已 介绍 过 中 上，2，…，n 这 个 数 按 基 种 次 序 
所 排 成 的 一 个 数组 jJ. 称 为 一 个 站 阶 排列 , 这 里 六, h, …， 
思 蚌 取 之 于 1,2,…,n 中 的 个 不 同 的 数 ,ji BJ FP k ЗЕЛМЕ)» 
在 该 排列 中 的 第 个 位 置 。 更 一 般 地 ，n 个 任意 数 a1, cz，…， a, 
BJ п ЕЗ ananin, 这 里 jeej 1,2, 56, nn 这 nt 个 下 
标的 菜 个 nn 阶 排列 ， 易 见 ,n 阶 排列 的 总 个 数 为 nl =en 

我 们 发 现 ,在 D, 和 Ds 的 展开 式 (1) 和 (2) 中 所 出 现 的 项 数 丛 
好 分 别 是 2 阶 排列 和 3 阶 排 列 的 总 个 数 。 

EX їп НЕ jeJ. HERRER, ТРИ Л, mom 
B J. fe je WANTED P>, ME J, 5 h SR T — 43 
序 . 一 个 排列 中 所 有 逆序 的 总 个 数 称 为 该 诽 询 的 逆序 数 ， 记 为 NN 
СА. # NO Ja ЖДИ. ЖК ЛЛ", DARN, Ж 
И, ARJ. 

例如 ,2413 有 3 个 道 序 ， 21, 41 和 48, 所 以 它 是 4 阶 奇 排列 。 

根据 这 个 定义 ， 我 们 可 把 二 、 三 阶 行列 式 用 统一 的 形式 表示 


lan йи S p 
D:=j = D (1) Оа, 
lan ax. ӨӨ 


Dy= а ар Gs ы?) К 1) да,а, 


п > 
Huja) аА 
Ела ЙА 21 个 不 同 的 2 阶 排列 和 所 有 3! 全 不 同 的 3 ЧЁ 
ARANE- ER и, 我 们 引入 
定义 A= (а). пл. 当 3 = 工时 ,就 称 an 为 一 
阶 行列 式 ， 当 n> 时 , 称 


а Gigean 


D,= 
йм Gas 
= D) (- 15692) ааа, ч) 
спа 


п, 也 称 为 方 隆 4 的 行列 式 。 沼 记 为 
Do=14| R D.= det A R р, = [au l, ane 

《4) 式 中 的 求 和 号 ИР 者 示 对 所 有 Pi 个 不 同 的 n 阶 排列 求 和 。 
以 后 ,在 不 会 引起 混 洪 的 情况 下 ,往往 把 它 简 记 为 ®, 

这 里 让 然 要 产生 一 个 疑问 ， 是 否 与 Ds 和 Р, 的 情形 一 样 , 在 
р, 的 展开 式 (人 中, 正 项 与 负 项 也 各 二 一 半 照 ? 回答 是 肖 定 的 ,为 
Ж, АЖЕН. {Е nl 个 呈 阶 排列 中 , 奇 排列 与 偶 排 列 的 个 数 相 癌 。 
RUB Jy J, 申 菜 现 个 数 的 所 在 位 置 对 油 一 下 而 保持 其 它 
数字 不 动 , 则 称 在 此 排列 中 施行 了 一 次 对 换 。 一 个 排列 施行 了 一 次 
对 换 后 得 到 了 另 一 个 排列 ,我 们 有 

命题 1 任 一 排列 施行 一 次 对 换 后 , 必 改 变 了 它 的 奇 仍 性 、 

【证明 ]】 设 产 产 … 产 是 = 阶 排列 ,我们 先 考 虑 篇 单 的 异形 
РУНО А НТА Л. BAJAR Ja SHE 
256. 


是 否 构成 道 序 不 会 由 于 J. 与 Joi 的 对 调 而 改变 ,所 以 这 种 对 换 仅 
使 原 排列 增加 或 减少 了 一 个 迎 译 ,因而 改变 了 它 的 奇偶 性 。 

其 次 ,考虑 一 般 情形 ,此 对 换 对 调 疡 和 Дз, 即 把 

ШО РАСЫ ИЯ РЕН 了 (5) 
变 为 六 (6) 
ERETXI: АРАЗ) Ж, ЖШ J... 依次 与 前 面 
相 邻 的 数 对 的 ,如 此 经 过 天 +T 次 以 后 ,得 证 排列 
让 

再 把 j, 依次 与 后 面相 邻 的 数 对 换 ， 经 过 # 次 后 就 得 到 了 (6)。 这 
样 一 共 施 行 了 2k+1 次 相 邻 两 数 的 对 换 、 因 而 (5) 与 (6) 的 奇偶 性 
正好 相反 。 йн. 

命题 2 En 个 不 同 的 n 阶 排列 中 奇 排 列 与 俩 排列 各 占 一 


【证 明 】 п НТ p 45 n 阶 偶 排列 有 4a 个 ,现在 把 每 
个 排列 中 的 1 与 2 施行 对 换 ， 则 p 个 不 同 的 奇 排列 变 为 个 不 同 


的 偶 排 列 ,因此 ра. НИ, ар. 所 以 p= q, 证 毕 。 
-H 计算 下 三 角形 行 到 式 
1. 
bi lz 


IL] =f 1 ta 


BELHA ILI = lilat 
PREMRN, 第 二 种 初等 阵 D (c), сао, HTAR 
Хро) =c. 对 角 阵 的 行列 式 就 是 它 的 所 有 对 Ж ЛЫЙ Ж, БШ 
单位 阵 的 行列 式 是 1 第 三 种 初等 阵 T (k) 的 行列 式 为 1 G> Dp. 
根据 本 节 习 题 7 的 结果 可 知 , 当 i< 了 时 ,Twy(%) 的 行列 式 也 为 1, 


3 = 
L. A п НЕ n(n = 1) 21 йг, НЫЗ ЕДИРДИ. 


БЕН баа 89 
Fr sx, 

3. W aB АЛ ге, ДЕ АЗЕМИН — аА n- k {Ж 
тк Дл 


站 

4. FARA 100 p 

(20) (9) =- (1) (20) (19) =- (11) =+- (100) 99) (91) 

ТАНИН, 
5. Æ n BRA Аел th, Р 

I<h<h<. 7а. 


证 明 
Ne = 
oi 2 
6. 求证 
| 6, | 
| b | КЕЧ 
G)! Pa 6-0 ° Аё, bo -iboy 
[о bo ] 
lon i 
Je аз Фа Gre 9 | 
| Se ds Gu оз 
ddiaa а. 0 0 0 -0 
Ga а 0 0 
Ilus ca 0 0 б 
7. 计算 
(fn rn аттан 
IK} ' fa т Д 
Tan 
8. ЖА n ЕШМ. А EADE RE 
12 = ГА. 
Э.в) а dj=l, 2 enn, RE buha са, 
Е 


$2 行列 式 的 性 质 


显然 在 理论 上 说 ， 总 订 以 由 行列 式 的 定义 莹 由 任 一 nh 险 行 列 
式 .但 当 n 较 大 时 ,在 实际 上 ,这 几乎 是 不 可 能 的 ,因为 n 阶 行列 式 
共有 nl! 项 ,而 每 一 项 都 是 4 个 数 的 箭 积 ,所 以 共 需 艇 tn 一 1) 次 
乘法 ， 例 如 ,计算 一 个 20 MIFA, З 20119-22433 x 1055 x 
19544127 x 105 次 莱 法 ,自前 , 即便 使 用 高 速 电 子 计 算 机 计算 ， 
这 也是 不 可 能 的 。 因 此 ,必须 讨论 行列 式 的 基本 性 质 , 用 来 简化 行 

人 算 。 而 且 , 这些 基本 性 质 在 行列 式 理 沦 中 更 为 重要 。 
要 把 有 阶 行列 式 中 一 般 项 qu024.…ows 中 因子 的 
排列 次 序 任 意 调 动 成 
Airin Onsu = Чүй Conn 

这 就 要 求 我 们 我 出 NO Joda, Ndri) NOA: k.) 之 间 
的 关系 , 这 就 是 

BDE WR ааа, = ааа, 则 

(уран ас ш ( — JAND _ (D 

DER 因为 对 调 ашыды, One 中 的 任意 再 个 因子 ， 对 于 

Я direh, 和 Кас, ОЕ ЯКИ Т ИОА, asi 


KDE 1, 这 并 不 议 变 
《一 д 
的 数值 ， 因 而 对 于 经 过 了 有 限 次 这 种 对 调 所 得 到 的 ara 


G. Б Зд, 
(> LYUSEN озне евз (руксатты), 
得 N(12-.n)= 0, 所 以 签 式 (1) 成 立 . WE, 
BEA = (ауу n Br BE, A BARRE, ПАГ 2] А] 
хл 


行列 式 的 基本 性 质 如 下 ， 


т ВА пі олн (z аяш 206 2223105, ОЙ e2. 715, 


. 59. 


ERI ТАТ Ар. ВЛЕВА IATE, 
【证 明 】 W А = (а), WEA (6), Ж бад, 1, 
了 = 1 2，…，n。 于 是 据 行列 式 的 定义 有 
JA| = EC- DF ала, еа, 
[A] = EÇ Deb ра 
= RC DPU a ш, N 
BIARRA A RR ORRE NE A RER RR Б) 
某 一 项 , 且 正 负 号 也 根 周 由 A 1605883855 HERRIA RHA 
与 |4| 的 展开 式 中 的 总 项 数 同 为 由。 根据 这 三 点 就 可 推 得 
[АЛ = А]. Шр. 
性 质 1 是 非常 重要 的 ， 它 告诉 我 们 ， 凡 是 对 行 询 式 的 * 行 ?所 
成 立 的 性 质 对 行列 武 的 “ 列 "也 一 定 成 立 , 反 过 来 也 是 如 此 ， 所 以 ， 
今后 我 们 只要 对 * 列 ?进行 讨论 就 可 以 了 。 
#11 设 4 是 Hermite 阵 ,出 |4[ 必 是 实数 。 
GEM 因为 4= A2, 所 以 由 性 质 1 与 81 的 习题 8 即 得 
ГАР | 各 | =12 = 
所 以 14| 是 实数 、 йр, 
这 里 提 庶 读者 注意 ， 性 质 1 实际 上 证 明了 ,对 A= (а). 有 
la] => _ уд ауа, 
= PC Че апарата (2) 
Жш ЕДЕД PERR n НЕЯ лае], ОВА. ЕВЕ 
诸 性 质 时 常 要 用 到 这 一 等 式 ， 
2 Зин АНЫК 


А= (а, san) 


№ 
И і, ka;, ЕЯ! xk pe, а, ө, 
这 里 x 是 任 一 数 。 省 路 号 开 示 不 爱 影响 的 其 他 各 列 ， 此 泪 质 称 为 
行列 式 可 按 询 提取 公 因 子 ,特别 有 
las, зе, а, б, а. е, Gn | = 0, 
{ЕҢ 设 A= (os ， 利 用 (2) 式 可 得 
. 60 - 


Ë Kas, | 
в) asr (kas). a, 


О 1) Өн аруга а) 


=k [e es le 证 毕 。 
812 
2 1 -3 -1 jro 
71 3 2 71 1 2 
-12 .1 ' 
зв -9 17 s 6-3 1 
40 24 в: [uo 2 2 
性 质 3 ШАШ а, KWASASA в,=В+у, 
ШИ 
, 
а, |= +| 
【证明 】 PAS (ait) = (eu s ay, 
B= (64, ba, е, Da), y = (Ci, с, ees С„)/, 
W 


(bit Ci, bat ca y Dn + On), 


于 是 利用 (2) 式 就 有 
JA| = Га, зе, аз ау, буну о a) 
(Т) aq redu ляе (Dy + Си) Opn srl" on 


НИНЕН 


ОС ЛИСТА 
= од, зе, жут, В, бууу с, б] 
lars o абд, Po аы, a |, 证 毕 。 
例 3 ЖЕЛЕЗ 可 得 
ata, bi+b; bz| [a 01|] |o, b; 
citez @+йу al” с, a ° а, 


但 是 ,一 般 说 来 


asta, bi+bz| [а bi | la, b; 


°, +C; а, +0, е а, | le, а, 
性 质 4 若 4 中 某 两 列 相 等 , 则 14| =0, 
61. 


【证明 】 R ; ñ 
А= (ау), бааз тт азу о Aty а) 
Ropt k 313548 ЛАО а, = (ау, а, +, ъл)". З (2) 
式 就 有 А 
[YD pray iny Gins 
对 平 其 中 任 一 
(E premiene тише еа 
来 说 ,由 行列 式 定义 知 必 有 另 一 各 
(наон асау ча ачаа 

与 它 配 对 ,它们 的 差别 仅 在 平 第 了 个 因子 与 第 天 个 因子 的 取 法 工 ， 
但 由 条 件 知 a s = ans а=», п ФЕ Һе, d ih 
` … 如 的 奇偶 性 正好 相反 , 所 以 上 述 祖 应 两 项 之 和 为 零 。 由 
于 以 冠 的 一 个 对 的 把 ml 个 n 险 排 列 按 上 述 方式 次 两 配 对 ， 所 以 
141 中 的 n! 项 西 两 相 消 , 即 得 |41=0。 证 毕 。 

性 抽 5 ЛАЖАМ И, ДАЈ = 

【证 明 ]】 ооа, s 是 其 个 数 2 和 和 4 即 得 

JA] = а, аи, зе, оу, с а 
Ss- |, | =80=0, ЕА, 

Ae n,ag, у Apy e Pers agy, g Ant ау, el, 
即 把 行 汉 式 前 某 一 列 的 s {ЕШ 9—9, FARETE. 

这 是 性 质 3 和 性 质 5 HI HEE. 

性 质 了 ] а, ө, а "i =- Jes as өю, а, Е ая EBE 
换 两 列 ,行列 式 改 号 。 

СИ 由 往 质 上 和 性质 S 即 得 


O= |= ay tao" ata =} 


| 


мера os а, е, у, e=] 
mo арр аму = азу е) 
ЕГИ 


两 个 列 向 最 者 是 位 于 第 


例 4 第 一 种 初等 阵 Pa 的 行列 式 等 于 一 1。 
DEMI Јај ler ep Ens “5 yp “s Eal 
= — |en, +, Egy tty Exs s Cal 
. =-|=-1, O E 

最 后 ， 我 们 举 几 个 例子 说 明 怎 样 利用 行列 式 性 质 简化 行列 式 
的 计算 过 程 。 

例 5 当 m3 时 有 
| 工 +X181 l+xys 1+Ххуу; 
lxi 1+xay2 1 +X2ya 


|а 1жх Тж зех, 
oqa KYS) +X +X 
Ka Vn) KAMTA) 1+Хшуу + Ху 


08-0.) (#з-%) +X 1 
=0, 
这 里 ， 区 在 第 工 列 和 第 2 列 中 分 别 减 去 最 后 一 列 中 相应 元 素 而 得 
到 了 前 二 列 成 比例 的 行列 式 ,因而 其 值 为 零 。 
一 般 说 来 ,计算 数字 行列 式 的 基本 想法 是 ,应 用 行列 式 诸 性 质 
把 它 化 成 上 或 下 三 角形 行列 式 , 从 而 求 出 其 值 。 С 
例 6 计算 行列 式 


-2 5 -1 .8 
p| 1 9 T 
8 -1 5 -5 
12 в -7 | 
把 了 的 第 工行 与 第 2 行 对 调 得 到 
1 -9 13 7 
一 2 5 ~1 s 
3 -1 5 -5Í 
2 8-7-0] `, 


D=- 


* 63 = 


Ш 


,= (1316.2 = -812, I 
所 以 也 = 312, 
这 里 ,行列 式 左边 带 箭头 的 折线 者 示 所 施行 的 初等 行 诬 执 , 与 
第 一 章 中 矩阵 的 初等 变换 意义 相同 。” 
BT 设 os0=1 2, Gn. ЗЕ 


тра съ 
КЕЕ { 
ра 
козу > 
T 1:- . a, 


【 解 】 поайзяй-4 m, жала "т" 
n 列 的 -十 - н иы NE 得 到 ， 


-6%- 


aa) 


6 =; Q; 
= ж 
1 计算 下 列 行列 式 
Е! 234 | 到 《e+1)2 (a+2)3 (а + 3)* | 
‚2341! ,6 (&+1)з (b+2) 6+3? 
O gaga la G+: (суру (e+) 
14123 | (arD (dr2) (4+) 


[a+b b+c e-a 
dii) |b+e c+a a-b) (у) ја 
[e+a a+b b-c! 


азы bte etal ја b с 


2. RIT |+ bitor crta, |=2 a, b cs 


fast+bs batcs c++ 1 br су 
3. 试 由 204，527 #1255 这 位 数 都 能 被 17 整除 这 一 事实 说 明 三 
阶 行列 式 
204 
D= 521 
[255 


必 能 被 17 整除 而 不 需要 求 出 刀 的 值 . 
4. 证明 奇 数 阶 反对 称 阵 的 行列 式 必 为 零 。 
5. 计算 以 下 # 阶 行列 式 : 


z b; z 
d) pj% 7 FI 
|z z mes ГАЈ 
r Z z ses 
6. Б Vandermonde 行列 起 计算 如 下 行列 或 
Ба n- 1 
арі 


ЕН 


83 ”行列 式 的 乘法 规则 


# S1 ЖП 82 的 例 4 中 已 经 证 明了 三 种 初等 阵 的 行列 式 为 
[Ри] = -1, |со)] =, |T) 


. 66: 


Ў ЯЫ РЕ : : 
下 理 jP R пр, А EA n Mee, w 
АР] = [4]-]21, [PA] = ІРА 
ПЕН ， 我 们 先 证 衣 第 一 个 等 式 。 事 实 上 ， 这 个 了 无 非 是 三 
种 初等 阵 Pus О.с), (оз 0 和 TirCK) 之 一 , 据 行列 式 狂 质 7.2 和 
5, 依次 有 
АР] = = JA] = Al Pul 
[Аре = с. [A| = [А]. 10060). 
[Атыс = |4] = ТА тыс). 
据 行列 式 性 质 1 可 从 第 一 个 等 式 推 得 第 二 个 等 式 
[PA] = [PAY] = [AP] =] AP] ， 
тарар = |P]: |A]. 
这 里 用 到 初等 阵 的 转 置 仍 是 初等 库 ， 所 以 对 P' 可 应 用 第 一 个 等 
z. Em, 
定理 3.1 Ствара Алпа RIEN зат, 
WAB = |А|-|В|, 
【还 明 】 КИНЛЕК. 
1. 3B EIRE HIS REM 5.2 可 知 8 可 表 为 有 限 个 初 
TEZE BE Pi1P2…P 了 ,。 于 是 连续 应 用 引 理 就 得 
[AB] = APPP] = [AL Pa Pale] P] С 
= |A}; Руа, = Al- |B], 
ФУТ [ВА [ = |В. 81. IRRE BE B DH 
]АВ| = [ВАГ = [А]- В], 
2. EBER., WE- RER 5.17 的 推论 1 知 存 在 n 阶 
非 异 隆 P 和 8 使 得 ` 


НГ з<п, 六 为 否则 的 话 ,也 KEERI SPP. EH 


(10у 
‚61, 


iB] = IP: К 0101-0 


jasi- a(o 人 o|- jol- aef 中 101. 


T 
但 是 , Hi s<n (7 0 的 最 后 一 列 必 为 过 ,其 行列 式 为 .所 


以 148|=0。 此 时 ,14B| = [АЈ в, EE. 
定理 3.2 Ап, АЗЕ ЕМИЕ KORRE 
14| 不 等于零， 

【证 明 】 设 妇 是 非 异 阵 ， 则 存在 B 使 14B| =i. HARE 
БОЛАЙ ТАВ е1, ТА S0, 在 定理 3.1 的 第 É 
证 明 中 已 经 证 得 :如 4 是 奇异 阵 , 则 必 有 !41= 0, 所 以 , 若 }4 0, 
MAAIE Е, wE 

例 1 ECMZAP EFREN ERY EKITE 38646 
是 非 零 数 。 

例 2 正 交 阵 的 行列 式 等 于 1 或 ~-1。 

事实 上 ,由 AN =I, 好 得 

[A= ТАРТАТ [= ТАА 1, 
所 以 JA]= 1 -L 
ВЗ ляв n ЕЖЕ, Н IA|+]B|=5, А+ B| 
[证明] 由 条 件 知 АА/=В/В=1,, 所 以 由 行列 式 焉 法 规则 及 
行列 式 性 质 1 得 
}А+ В! = |АВ'В+ AAB] 
= АТ 1В”+А”!.]В[ = ТАГ ВГА +В], 
把 ,3j= 一 141 代 入 并 利用 |41>=1 得 
lA+BI= Q [А|2. 1А +В[= ~ [А +В, 
因为 | 和 + В| Ж, |А +В] = 0, wP, 
例 4 用 行列 式 飞 法 席 旭 证 明 $ 2 中 例 5 的 结论 。 
» 68 • 


= 0 


І+хил Lx TEX Yn 


A= Ltx 1-+x5bj2 


LEEA 


о А 
1 x, 1 1.1 
бе 


1 x, : 
AA n>, 布 端 两 个 矩阵 的 行列 式 挪 为 去 ， 所 以 用 行列 式 科 法规 
期 即 证 得 A| = 0。 证 毕 。 
3 = 
1. G) 求证 

а G G 

а, а о|=оў+а}+а#- Sada, 

G, Ga at 


Gi) ЈАТО ТУЗИНИ 
(of +а}+а}- Здомнд) (61+ 6? + 51—.35,6,0) 
= (кен ~ 36icaea), ， i . 
这 里 cb cz cs 是 由 ал, оу, Gs bu ёз, ba П. ЗНЕШ. 
2. RETETELE E К 
| cos2z  cos(z+4) оваа) ) 


cos(y+z) соз 2y соз(у+ 2) 
cos(z+z) соз(е+у) совдг 

3. 求证 

G) 如 果 4 是 对 合 阵 , 即 A= 1, 则 141= 土 1 

Gi) а s AREFE MAYO, 且 存 在 自然 数 * të A" =0, 则 141 
=0, 

(ш) АЕ WIA < А 

4. ВЯ n ра, А 415181 =0, 求证 14+ В] =0, 

5. ја , 


-GD 


а а 
S=-|s ss 
Sn-1 Sn Sn 


Жой, геа +++ шї, Ё АЕ ВЕК, RE 151220, 而 不 等 号 成 立 的 充 


分 必要 条件 是 жрт, 


ij, h jal, 2 oen, 


6. A n ЗЕКЕ, BE n MUSKE, RELA + Вр 


141% |In + 41А). 


R RERAN A+ -IB Æ Hermite 阵 , 然 后 由 Hermite Rity 


行列 式 必 是 实效 这 一 
V BIL.) 


E E. ТАМИ TB 5R |4+\/-1В|-|4- 


54 行列 式 的 展开 、Cramer 法 则 


—. n 阶 行列 
ЖЕП п Mt 


式 的 展开 式 
行列 式 写 成 # 个 nn 一 1 阶 行列 式 之 各 ,这 种 降 阶 


的 方法 被 称 为 行列 


式 按 它 的 一 列 (或 一 行 ) 展 开 。 它 主要 用 于 理论 


推导 中 ,有 了 时 也 可 用 来 计算 行列 式 . 为 此 , 先 引进 
定义 在 nr 阶 行列 式 | 有 4|= laula P AER Т ТТЕ S 


Pu BUR Fat 
п-1 М 


(n - 1: 个 元 素 按 原 求 的 相对 位 置 所 排 成 的 


G-IG +n 
G- DG +i ) 


称 为 元 素 ou 在 |4| 中 ) 的 余子 式 ,而 


Ан =(-1)°'М‹, 


WH а, СЕТА [НОО ВЫ ЯР, Н 1<1, J<n, 


Hm, 


14| = 


л. 


ап G бз аң 


ад 02 аһ о 


аз @ аз аи 


Ga би быз Оба 


让 оз 的 余子 式 和 代数 余子 式 分 别 是 


оп ар au 


ИИ аз ан |, 


ац аг aul 
Азу= (- DMa = — Маз, 
ЖШ 41 HJA = та рп ИМТ, Air 是 sy 的 代数 
RTR W 


ра азАк= OlAl, a) 
Ў) алды= 51А), (2) 


这 里 ду, j Kronecker Е, ў, КУ 1,2, con, 
【证 明 ] 先 证 明 (1) 式 . 设 


A= (а „= (а, Gs my G.) 


区 别 以 下 两 种 情形 ， 
1. j=k, WR WEZE ejan 有 
[A| =а„А + аА; 二 go (3) 


称 (3) 式 为 141 按 它 的 第 了 列 的 展开 式 。 ЖИПТЕЙ ЛЕРА 
三 步 进行 。 
G) мж 
1 20-1 
а А0 аал) ol 


* a, 


= lars -ly аё 

则 由 2 的 (2) 式 有 
|A|= >C 1800263 аза 
=)" 
= (R Dre 


|1 2en-hl 
=|A( ) аала. 
1 2..8 -14 


03, inmin 


ал) 
Оаа), 


"Ann tinn 


“т. 


JAJE Тар, е, ард бб, азу сеу ащ], 
ШШ АЖ Яйа,= (0, +, 0, аз, 0, oe, 0) RR i PERH a, 
Я а, 经 过 ni 次 相 邻 行 的 对 调调 到 第 (rx， 门 位 置 上 ， 再 经 过 
4# -了 次 相 邻 列 的 对 调调 到 第 (", mn) 位 置 , 即 右 下 角 上 , 这样， 连续 
应 用 行列 式 性 质 7 就 得 到 
1 一) (+1). 
аслу (лосос) ° 
* ga 
= (0-1) a M= auAss, 
(н) 一 般 铺 形 ,把 4 的 第 了 列 拆 成 


а= аё, +56 +++ аме = Ў) ауе, 
а 


Хш > ДЕ} п ЈА але, 求 和 ,也 就 是 对 其 棚 应 分 量 求 和 。 此 
时 ,出 行列 式 性 质 3 就 得 到 


: 
JA] = jais es сне» ара, 和 al 


=> lay, чау ду биб, з, +”, Ga] 


-六 Go Aa. 
于 是 (3) 式 成 立 。 
2. jek。 此 时 要 证 明 
аА ъа А + + а„А„ = 0, 《全 


为 此 ,可 构造 如 下 的 第 列 和 第 列 臣 相 启 的 # 阶 行列 式 (因而 必 
为 零 ): 
[В| = (аз, =t, аз ty a3, ч af =O, 
{ав Жк 列 展 开 就 得 (4) 式 。 
合并 (3) 和 (4) 两 式 就 得 到 (1) 式 ,再 据 行列 式 性 质 1, 由 (1) 式 


就 可 推 得 (2) 式 。 证 毕 。 
在 (2) 式 中 取 j=k 所 得 到 的 等 式 
[А] =алАл +аАв ++ +а„А, (5) 


12%. 


TAA ROEI j IRRIA. 


例 1 计算 如 下 三 


【 解 】 把 Ез БЕЛЕ НЕ 


ab 


D,.=(a+b)D,. i —- 


Н Н 2 个 4 一 了 阶 行列 式 按 让 
D,= (а+0)р,.,- abD,.s. 


Жав) ду N 


1 a+b ab 


1 


a+b ab 


`1 a+b’, 
和 第 工行 展开 得 


Dr-bD seD bp)。 
连续 运用 这 个 关于 Ds。 -5bD。-1 的 递 推 关系 式 得 
D, ~ bD, i= а (РБ; -5Di)。 


再 把 (6) 式 改写 为 


了 -api=pD-i-op-a)， 


лар 


Da- aD, i= 0" Кр, ~ aD ), 


ИЙЕ ЖАГП 


Di=a+b, Р,=а%+Ь®%+аЬ, 


代入 (7) 与 (8) 式 得 到 
D,- bbD,_, 
Dabhi Я 


=a", 


D, -ар, = 0", 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


Dsl бавно), 
H a=b 时 ,(9) 或 化 为 D,= ор, +a", ЕЙНЕК gastar 


得 
Ю„= 0%, + (п – 1)а" = (n +1)а*, 


Ak, m RAEM 
Wa 


| ` Уа 
的 三 对 角 行 列 式 ,已 求 得 了 如 下 递 推 关系 式 
Di=ap,-i-prDo-a， 
则 取 4 55 Д&Х%-ох + Вү= 0 BJ F. ШИЙ a=a +b, fy = ab, 
所 以 
D,= (a +b)D,-i ~ abD,_,, 
于 是 同 例 1 中 所 证 明 的 一 样 有 


a. # аз 
(п+1)а” ‚Ж а=р, 

注意 ;使 用 递 推 关 系 式 求 行列 式 时 ,必须 确定 此 关系 式 所 适用 
的 范围 。 例 如 ,对 


D,= 


м. 


按 最 后 一 行 麻 开 后 可 求 得 
D,= aD,_1- ByD,_; = (a +b)D,_,— abD,. 
RH a Ej b jx- ax Ву = 0 的 根 ,但 这 仅 对 n>5 + жа. М, 
低能 推 得 
р -bpD，:= ar (Ds—bD,), 
= aD,-1 = b*"S(D; — aD,), 
此 时 , 需 具体 求 出 D. D, 1 D; = aD,- врз, 才能 求 出 Dyn 这 5。 
例 2 Ан, Вт Bi BE, C тхо B, M) 


Já O| anig 
四 
IC B Ш 
ENI ARPITAN 
140 jao o 
св! -lon 1с се} 
ЗН Ч КИЧЕ ntm d3in+m-140 
чож лт 展开 ,使 得 
ja ara 
[o ta А. 
同 理 可 证 
`L о; | 
св 
寸 是 结论 成 立 。 还 毕 。 
这 个 例子 说 明 ， FEREN WEER n MIREN 
jaoj Ac] 
| cB 


这 里 4 和 瑟 都 是 阶 数 小 习 呈 的 方 阵 ， 则 原 行列 式 就 是 ,4 上 |B]。 
BS ия 


. 5. 


为 Vandermonde {Т5}. ФГ Vae 
AV, оор 2 询 并 始 ,依次 把 前 一 列 的 ( 一 %) 们 加 到 后 一 
列 上 去, 得 到 


l XX (хт) 


х 


EQ ха) xV 2 CX Xa) 


(Xa = Xa) X2 (Xa ~ x.) 


11 А-х, (х: Xa) 


МАКЕЎ | 
L хар, хааа) Ка ix.) ХА 0а тха) 
1 0 0 Ке 0 0 | 
= (= EHHA = Xp) о о) Xar Ха) 
= (5-1) (5, a) (x,-x,-i)V,- i, 
ЗА B НЕД. E ТР FR 
Va = (Xp =X X Ха) (Xa —Xn-2) (Xa — Xa Vals 


(Xat Ха), 


X (Xa = x1) (X3 = X2) X (хә — x1) 


= Ц (а-х,), 、 


лер 


这 里 连 科 号 也。 表示 对 所 有 满足 lj<tsn 的 因子 zx 一 % 求 
KANO, 


O 求 积 记号 定义 让 下 : 

П ачта за, 

а.) (aaa), 
U а= Па, 

т, А 


+16. 


二 、 用 行列 式 求 非 异 阵 的 逆 阵 
我 们 本 把 (4) 《2) 中 诸 式 分 别 合 六 成 还 阵 等 式 如 下 


Аы A u ашта 
Ав jas гим 


ЖЖ 4.1 立刻 得 出 下 д 
A(adj А) = (adj AJA = ТА -Tn (10) 
RES, ШЕ КОН TAE y ERE Р] 

定理 4.2 FAN n ИЧЕ, 1 


a1) 
OR ЕЛИ OR ЯЕ 
例 4 因为 


的 行列 式 |41= 30, ШАЛИ. 逐个 算出 代数 余子 式 А, 


就 得 
Au An As 5 -2 -1 
1 1 
A=- 12 2, ШЕСЕ 
ТА} Аз Ар Аш 3 1 1 2 
An An Аз 1 -1 1), 


. 71. 


例 5 Аа (0) ЕЕ, Ay 是 п, 的 代数 余子 式 ， 
ИА [е1 аў, a= Ау; А -1 时 ,os — Аз,1, ]=1, 
2,+е,п, 

【证 明 】 因为 4 是 正 交 阵 ,所 以 ]41 = +1, TE 

Ar= A= |A| adj A= +adj A, 
比较 上 式 两 端的 第 ( 户 DERTTE аи = ЖА, 1, 7=1,2, 
mrn, 皇 记 取 的 符号 就 是 |4| 的 符号 。 证 毕 。 

主 对 角 元 部 是 1 的 上 (下 ) 三 角 阵 称 为 单位 上 (下 ) 三 角 阵 ， 它 
TURKER. 

例 6 非 异 下 (上 ) 三 角 阵 的 逆 阵 仍 是 非 异 下 (上 ) 三 角 阵 。 单 
位 下 (上 ) 三 角 阵 的 道 阵 仍 是 单位 下 (上 ) 三 角 阵 。 

【证 明 】 今 就 4 是 下 三 角 阵 的 情形 证 明 。 设 


а 


A=| 92, 


ы басе 
ХЕЕЕ B ЙИН ДЕШ 3.2 可 知 an 二 人 1-1,2, 56, n, 
于 是 


Ап=аш anns 
AnS alpi Чын "Фм, 1<ї<п, 
А = ац аш, 
特别 ,如 果 记 有 au = 1, 则 所 有 Аң=1,1=1,2,+-,л, 
把 4 的 第 j 行 和 第 i 行 的 元 素 写 出 ,根据 代数 余子 式 的 定义 ， 
不 难 发 现 ， 当 > 了 时 ,at 的 代数 余子 式 A 必定 是 一 个 主 对 角 线 
上 出 现 零 的 下 三 角 行 列 式 (事实 上 ，A4o WRG, DORRE AN 
第 (六 О В), 因此, А, = hi> MERE AT HRG, i) 
位 置 上 , 因此 , 4 1 DETE gR 
关于 上 三 角 阵 的 结论 可 类 似 证 明 。 EE, 
=, Cramer 法 则 
FERRE S 1 中 所 提出 的 ， 用 行列 式 解 线性 方程 组 的 问 


Be 


题 。 先 把 形 如 Sl PORK n ДЕГЕ АСЕ ИГЕ SSE r 
BRER: 
Ax=b, (12) 
其 中 A= (ад) n IE, ЖОЛОП ЖЕРЕ, х= (о, хр, +, 
x) ЯР = (bi, bz，…，bn) уи EFIKE, SARADA RA 
向 是 和 常数 向 量 。 如 果 (12) 有 解 
X15 с, Xa = Cas ty х= Cas 
即 把 它们 代入 (12) 后 使 其 成 为 恒等式 , 则 称 c = (с, ca …，co) 为 
《12) 的 一 个 解 向 是 或 解 。 若 
Вх=4 (13) 
是 另 一 个 n 阶 线性 方程 组 如 果 (12) 的 解 都 是 (13) 的 解 ，(18) 的 
解 都 是 (12) 的 解 , 则 称 (127 和 (13) 是 同 解 方程 组 ,或 称 它们 是 等 价 
у. ИЙИ, ЯР n ЧЕР, ЩЩ 4x = 已 和 РАх= Pb 是 同 解 方 
жї. 
命题 1 BALEAR WODA x= Ab, 
【证 明 】 把 n 维 列 向 量 x= Ab RAAD, Ware ED 
TE. WR y 也 是 (12) 的 解 : Ay = Б, Ш ЯВ А-у 
iè y= Ab HJER. x= Ас! 是 (12) 的 瞧 一 解 。 ЕР, 
定理 4.3 (Cramer Ж) A= (ai, аз, 6, „уп, 
如 果 !А!+0, 则 nn 阶 线 往 方程 组 Ax=b 必 有 雄一 解 X= (ху, 2, 
тэм), 其 中 第 了 个 分 量 为 
54р f=l,2, зәп, (ч) 
Тї 
Ds= іад, ea ауу, В, азу, се, п] 
ЖА» {ОЖ АШ Ж J p| а, 所 得 的 性 阶 行 列 式 . 
[HEB] 根据 定型 4.1, D, 控 其 第 了 列 的 展开 式 为 
D; = 1А +» А; ++ bAs 
атая 


1 ; 
= А-1р = ц 
х= A-`1b ГА] (891 Ab 


“лә. 


是 Ах=Ь Кя Ж, tepi ЯЗ тавая 


х= 总 (b:Au + А t +Ь„А у= +Q Di, 


J=1,2,- n, Ша, 
ЮЙ. Ах = В 的 解 的 公式 (14) 就 是 $1 中 所 说 的 n=2,3 时 解 
的 公式 的 推广 。 
推论 EALO, MJ n Fat i Ax=0 具 有 零 解 。 


ш. нЕ 
作为 行列 式 乘法 规则 和 行列 式 的 展开 式 的 一 个 应 用 ， 我 们 有 
定理 4.4 任何 部 阶 非 异 阵 4 必 有 分 解 式 
А=В.Р.((А|), 
ЖИВЕТ п Ж ОАЕ ИО ЖИЙ, Wi 
Р. 1Ар = (1,5, 1, (АП 


为 n 阶 对 角 阵 ， 
CEMI 首先 证 明 ， 仅 用 第 三 种 初等 行 变换 可 将 殷 化 为 如 下 


形状 的 上 三 角 阵 
1 * 
| ЕА | (15) 
1 


其 中 ней, É A= (aa). НАЗ. 其 第 1 列 元 素 不 全 为 堆 ， 
可 木 妨 设 aut. KAMRE DARD cas 0Gis1)， 将 人 的 
第 芋 行 加 到 第 1 行 上 去 (这 是 施行 一 次 第 三 种 初等 变 痪 )， 记 得 气 
БИО. 1) 元素 必定 不 为 零 。 出 于 ou 志 0， ОСИ 
MAR ifik, 从 而 把 第 G, D EREHE G= 2, --, п), MI 
Жат, 将 第 1 行 的 228. 倍加 到 第 2 行 上 , 再 将 所 得 的 第 2 


行 加 由 第 工行 上 ,然后 зар l4r9üËJan- 146083; 211 E, 
MUBDCIWASBEDBJ(1, 1) 元 素 必 为 1, LURRE, 1) 元 素 为 堆 
+80. 


G= 2,， 3，……a)。 至 此 ， 仅 用 第 三 种 初等 行 变换 就 把 4 化 成 


1 * 
o a 

出 行列 式 展开 公式 易 得 ,AI = 14110, ША, n 1 АЕ 5 

阵 ,对 A, 可 作 同 样 讨论 。…… 如 此 重复 作 n 一 1 次 变换 后 ,4 就 化 


成 了 (15) 的 形状 ， 且 us0， 
其 次 ,, 形 知 (15) 的 上 三 角 降 ， 出 于 as0， 可 将 其 第 # 行 的 

一 借 加 到 第 主 行 上 去 ,= 1, 2，…, 1， 因而 把 第 列 中 的 

前 4~1 个 元 过 都 化 为 零 。 继 续 对 第 4 一 1 Engh E 

2 列 作 类 似 处 理 ( 此 时 代 痊 4 的 部 是 1) 可 将 (15) 式 化 为 对 角 隆 
D,(u)=[1, m 1, 8). 

ТРИ ТИЛЕСЕК ЕНИ ЕИ E B, WA 
Ав.р,(и), 18[=1, 


手 利 用 行列 式 乘法 规则 妈 得 上 = | А|, ШР, 
5} 题 
L ТЭА ЕЛУ 
| 912 -14 
2 0 1 2 1! 
l-1225 12 ub 
331 21l 
210 35) : e 
2. ратар Т АЛ Et B t: 
123 
а ... 
(G h чо (2 3 1), 
_ 3 1 2 
, | 


(i) adj A=adj 4; 
Gi) adj(RA) =h"'ladj А, 2 Ek R E— 413 
Gii) adj(4') = (adj 4)'; 


81. 


式 Ан. REA =1, HABE 


Gv) 当 A 是 非 异 阵 时 , 030472) = (adj A)-1, 
4. 求证 
(G) 车 4 是 对 称 阵 , 则 adj А 也 是 对 称 降 ; 
GD 若 4 是 偶数 阶 反对 称 阵 , 则 adj А 也 是 反对 称 阵 。 
5. RAS (0u) Æ n MARR, 44s 是 cu 的 代数 余子 式 ,求证 
A= |All = Бан (jal, 2 eun), 
6. ЛИЯ 陈 , 且 它 的 任 一 元 素 ou 都 等 于 它 的 代数 余子 
ZE, 
T. RAE nR n>. RE 
ladiAl= [419-20 


8. 解 下 列 线性 方程 组 


Зл-4х;-3лу=4 
(i) d -ху+т;+5гу=3 
2r: + 3ra -rs= -2, 


2x, -zt 3wa + 2z = 6 
3e,- 3ra + Зла + 2r, =5 


Bri =r- s+ 2z = 3 


di) 
Br Ta Bra— r = 4, 


9. 求证 如 下 = 阶 下 三 角形 方程 组 


атаа 


的 解 为 (ZI， Xas oo дь), Җт zx 2380 F R БХ 
. 82o 


1 
+ 1 | 
1 1 
3 2 1 | 
m= 111 1 ‚ вей, әп, 
4 3 2 l ' 
1 1 1 ха! 
IRI k Rl 2) 
而 
m=}. 


10. 求解 矩阵 方程 


1 л\ш m Af 1 9 б\у/-12 т 
(сүз CER! | 
3 4и m BÀ 1 3 4 12-1 

1. НУ Ar =b RHEN nt R b GEN ЖШ. АГИ 


BEAJ b, Ar=b IE 
12, жш. 


3 


ARRERA ATAO TERRA, 


$5 行列 式 的 降 阶 定理 


本 节 所 证 明 的 一 些 结论 在 行 询 起 理论 中 占有 重要 地 位 ， 在 本 
书 的 不 少 章节 中 都 要 用 到 它们 。 


一 、 分 块 行列 式 

把 n 阶 阵 和 4 作 如 下 分 块 :A4=《444),x:, 今 将 行列 式 141 看 作 以 
PHR Au ЖН s 阶 分 块 行列 式 ， 记 为 ,4 = [Ail sxs 
以 后 常 要 处 理 涉 及 分 块 行列 式 的 问题 。 在 实 泪 上 E， 常 取 主 对 角 块 
Аа ТЕМЕ, 

命题 1 RJA = [Aole Æ s АЛТИ, ДЕК 
ERCE) ТА lea 的 果 一 行 ( 列 ) 加 到 男 一 行 ( 烈 ) 上 去 所 得 到 的 
新 的 分 所 行 列 式 与 原 分 块 行列 式 相等 。 

GEHI GRX Ais lens 施行 行 变换 来 证 明 , 设 用 K 直 0 УЗЕ 

8з. 


ВН СА), 的 第 j 行 后 加 到 第 i 行 上 去 ， 得 到 的 新 的 分 块 陈 
记 为 B。 用 “八字 规则 ?可 知 
В=Т, (КА), 


再 由 行列 式 乘法 规则 即 得 
[B] = [Tu (K) > Ais laxe ТА ан 
对 列 的 变换 可 仿 此 证 明 。 证 毕 。 
例 1 设 4 与 了 是 同 阶 方 阵风 . 
|a asal, GD 
BA 
【证 明 】 作 如 下 的 分 顽 阵 初等 变换 , 并 应 用 命题 1 可 得 
(-D 
| ја в A+B а A+B 0 
(D “| B A-B! 
элт. 7и B|. ш, 
用 (1) 容 易 算出 如 下 行列 式 
-a b с а 
b -a d с с-а b+d'|-c-a ь-@ 
c d -a blbre с-а | v-a | 


а с b -a 
= (a-c) - (b+ d): {((a+c) (b -4у% 
=(a+b-c+d)Xa-b-c-d)(a rb+c-d)a-b+ce+a), 
H2 设 了 与 C 是 同 阶 实 方 阵 , 则 


|o ву] Їз -v -101 (2) 
【证明 
FD 


B so в+/-1С C 
| Ш VTI +V їс) B 


|- lB+V сіс. |в- м ic], 


0 B-V-1c 


同 祥 ,用 (2 容易 算 出 如 下 行列 世 
а b c d| 
b a -d ci (е 
= a 
-c ~d a b, 
| a -c ъа 


62602-0), 


(2) Жж Ж n BREEN EEH Ах = b 化 为 与 它 辣 解 的 


5 


уку -lz, А=В+у ТЇС, bs=8+v/ 16, 
知 的 实 п ИПА, BE C hy 
ЖОШО, B 与 5 分 别 是 5b 的 实 部 (向 最 ) 与 上 


(въ C ICG rv —12)=8+\'—10, 


By- Cz= 8 
Cy +Bz= б, 


їй, 2n ЭПА 
8 -Cus ув 
с в.) 
5} Ах =b JW. ШОИ, КУЛЖА ОАА АЕ 
[А!-|А| = [АТА = |А 
二 、 行 列 式 的 两 个 降 阶 定理 
定理 5.1 (第 一 降 蚤 定理 ) 设 M=( 
EEEE 


А B aa 
© pE AMJ A 


жос) 


M= 2 p -141-10- сав] slal IM/Al, (9) 


Hp М/А= р --СА-ІВ, 称 为 Schur 3k, 
【证 明 】 这 是 下 式 的 直接 推论 : 

“(-CA-DIAB| |A B 

—| C D | (0 D-C4-B F 


推论 1 ik A n Dr kE, D E m BE, B 与 C 分 别 是 nx 
m BE m xn 阵 , 则 有 如 下 升 阶 公式 ， 
[р-сАЗВ]=-Т Т 


ЕВ, 


cD | 
推论 2 ША, В,С, р АИ, WME ARER E, H AC 


=CA, Wl 


Е 


[4 В Ap-cal。 u) 
I 证 明 】 由 第 一 降 阶 定理 ,并 应 用 行列 式 情 法 规则 得 
ГА В! 
| к= А. [0 -СА-:В| = [Ар- ACA-!B|, 
1C p| 
BRR АС= СА, 即 可 化 为 (全 式 。 证 毕 。 
实际 上 , 推论 2 中 4 的 非 异 性 条 件 是 可 以 去 掉 的 ,即使 4 是 奇 
异 笑 ,(4) 式 仍然 成 立 ,这 将 在 第 四 章 中 证 明 。 
第 一 降 阶 定理 的 另 一 种 形式 是 下 面 的 
у А В Я 
жарг име (. EPE я, N 
IM] = [р!:14-врт:сү, 
由 于 证 法 与 定理 5.1 的 类 似 , 帮 从 咯 。 
车 把 定理 5.1 与 升 阶 公式 合并 送 用 ,就 得 到 另 一 种 实用 的 降 


KEH, 
定理 5.2 《第 二 降 阶 定理 ) Uk A 55 D 312 n Ыт ЧЕ 
К.В 与 C 分 别 是 nxm 阵 与 mxn 阵 , 则 


+ 8Б+ 


ID-CA~'B] = ,14- врс], (Бу 
行列 式 的 两 个 降 阶 定理 的 证 明 昌 然 是 一 目 了 然 的 ， 然 而 它们 


却 有 着 极其 广泛 的 应 用 。 下 面 举 五 个 例子 说 明之 。 
例 3 计算 行列 式 


jz 10 -1| 
13 21 0 ?| 
р=|1 12-1 5, 
|" -1 6 al 
4 58 7 ~1l 


UE 由 第 一 降 阶 定 更 得 


МЕ x f Муг napia 
р={в 1 aļ-fo -105 2) 10 a) 


is -y üu в 

НИ "n | 
=|8 -2 Di _20) (a) 2) | 

2 14 -20 

[=2 =5] 
= |= 118 

| 14 ~241 


WA ср, K 
=l, иа, 

【证 明 】 密 第 二 降 阶 定理 地 得 

[p= 2иш = 11, (2и): 171и = Ша -aaD= -1 


йр, 
这 个 证 明 可 以 说 是 求实 镜 象 阵 的 行列 式 的 最 简捷 的 方法 了 。 
为 了 运用 时 方便 , 常 把 第 二 隆 阶 定理 的 (5) 式 写成 
Го Сдв! = YE] A+ BDC], (8) 
例 5 МА n ИЗ BE, а 和 8B 是 两 个 nn 维 列 向 量 , 则 由 (6) 
式 可 得 ` 


ФИ УУРА 17, uw |= ~1, XR uu 


81. 


JA+a8 = А. + Аш), 

所 以 ,A+ aB 是 非 异 阵 当 且 仅 当 1+ ВАО, 
йв Д axo, 计算 行列 式 

1 0 


Gat a On 二 aa 


їй] 先 把 如 改写 成 


| 一 2a a +a, ataza, + on| 
"| —2а; k= аз +005 + У 
| 2а, a +a, а, + а-а, + an 


=) 
ү у 


а„1 
故 由 (6) 式 即 得 
24, 
m | 
| ~ 
“一 2a 
p= Ё a a 
0 1 


+ 88 - 


йт 设 4= ры Жп БЫН. > 令 


1 2. 
4=|4( 1). гета, в 


1 2-i7| 
对 任意 一 个 i 1<i<n, ШЖ A= 0 hrd, 
ЖЕ, A... 44.1<0。 
DEWI 记 4 的 第 让 工人 个 头 序 主子 阵 为 


-i-l 
Asali у 2ei-17* 
将 4 写成 分 块 行列 式 
Ашу а 
A=] И | (7) 
(© dal 
出 假设 4,150, 故 由 第 一 降 洽 定理 ,(7) 式 可 化 为 
4 = dinr (аң Ацо), 
再 由 假设 A = 0, 故 得 
a — w Ara = 0, (8) 
癌 理 ,由 第 一 降 阶 定理 可 知 
А a В 
A= а а; Ghazal | 
В алты Boror 
, 
= 4. NO ч, а" )- ()лгме By 
-a ‚А-1 
= A. „Теа о Ата баат AB À, (9) 


ааа PB Аца qaray" ш agl 
因为 4 十 对 称 阵 , 政 Ari 和 ATH BERR. j 
89. 


920a B Aa, 
于 是 
9 =g = 05131 9 ANB, 


由 (8) 式 知 (9) 式 可 化 为 


0 
A= A 
g 


9 ЕЕ 
, 


但 已 知 4л, 4,50, 所 以 必 有 M-A. 证 举 。 
例 4 一 例 6 ЗЕЙ, 运用 第 二 降 阶 定理 ， 可 把 计算 n 阶 行列 式 的 
问题 归结 为 计算 一 阶 或 二 阶 行列 式 ,特别 是 例 6 给 我 们 以 启示 : 若 
能 把 n 阶 行列 式 |4| 对 应 的 矩阵 A ДИ 
A=D+M, (10) 
这 里 是 一 个 比较 容易 计算 行列 式 和 逆 阵 的 非 异 阵 〈 例 如 对 角 降 
等 ), 而 


M= HL, (11) 
其 中 HH 是 nxr 阵 , 工 是 rxn 阵 ,r<n, 则 由 (6) 式 可 知 
[А}=|р+нь|=|р|. 1 +LD-8[, (12) 


于 是 就 把 计算 n 阶 行列 式 化 为 计算 r ТКА, BERDE 
式 (10) 与 (11), ВИ r 尽 可 能 小 呢 ? 这 是 个 有 趣 的 问题 ,关于 分 解 
式 (11) 的 问题 ,在 第 三 章 中 将 涉及 到 。 


习 题 


| 0 4 
L АСА нА ЧЕЙИ» ЖЕ тка Ше ( л} 
RE PRIHA. 
2. (Szaraki-Wazewski) iz А, В ЕЕ, 求证 
А1-А В 
-B А-А 
Єх WOREN) 
'4 -B 
3. ш AB= ВА, $i 
设 A, RE IB 4 
4， 设 4 与 召 是 同 阶 方 阵 ,计算 行列 式 
> 90, 


jM- +v TBD IAr- (4- VIB)), 


f- erea. 


‚ В, С, D ВЛА, : 
ABCDI 
B ADC; 
|Срдв\ 
1DCB8L4 


=|4+В+С+ [р .|4+В-С-р\-|4-В+С-[|\ 


114-В-С+р\. 
6. Р ЕВЗ A КОТИ 
G)’ I -2 1 ij GÐ; 1 2 


-2 43 -31 -2 -4 
в 10 те -1 1 
3 14 2i 0 5 

| 6 -1 


| 


G) 1 b bob | 011. 
di 


-1 
-2 
-3 

6 


ч ә жою о 


hp ЖЕ ИА, еба, ) „0, 


„91. 


8， 计算 下 面 的 行列 式 


(i) i Atals А+ | N 
| ,60; 
| 4+07。 A:afls | 
Gi) 1 
а, ы, ,_ КІ 
ъл аһ р ' 
1 


рр л 
J, 一 下 
5 a 
9. 设 5 是 28 阶 非 异 反对 称 降 ,e 是 90 BRAR Ж, а) 
异 阵 的 充分 必要 条 件 是 RAO. 
二 降 阶 定理 计算 下 面 的 行列 式 。 
cii) 


(Ii) 


йэр а Та! 


| asGl+ 工 аў ссеа +1 


| ала +1 


ll. ФА mxng, B 2 nx m к, топ, 250, RE 
1А7,- АВ| = А" | 11, BA]. 


$6 Laplace 定理 、 两 个 方 阵 之 和 的 行列 式 


主要 出 于 在 更 论 推导 中 的 需要 ,本 段 将 把 84 中 行列 式 塘 某 一 
.92 ， 


ШИ 


ЖЕЛЕ ЖЮРИ", | 
设 4= (аз) н, FER ao 在 14| 中 的 代数 从 
TR Ан НОТ, ГОНЕ W T st Bh psk, 


ч 


ех 设 A леса), i k rT EBE, ШЖ 


к 1 
е экияти.) А >. и ШЕ 


子 式 ,这 下 Lekan, AKULL eL чп, LSAS L 
п, 


жх aja? ваякі нкт, 


1<к<п-1, ЖЕ |A] ERIH irs b. in FERIAS Л. h. j” 
列 的 元 PUF KOTORRI ae Ну u ЗО 0—45 п-к Bi 1i 2) 
йо іеі, ü Ө 
式 , 记 为 ,4 о) KEH Ао» a ТАТ 

RFA PEN -k {ТУ 


asi шей, 
Al hjd 


1 1, 
А je x) 


(~ БА, .( 


1 fh ачу .. КЕ 
ж, п Аат, ашо, 
ел. 


i 
meram a(i 5 нй таге жа ELES 
L Jes 


(| Ч 外 3 
AG Z. 12. ННД, РААТ 


代数 


= анаа ,2 ВЕ 
‚9з. 


âz, G>: 


ГЕ ү 
1 2А |а ae 
нята 
2 Ayi (A Зу |as ам 
人 254G Jle а 
而 代数 余子 式 是 


AG gj enema 


аз аң 


外- 


И ja (h ачыу | _ 

sm AGE А „татат 

DAJE ARRERA. 
DERI Жйһ=1,һ=2, hst Ле, у= 2, mj, 


= 这 一 特殊 情形 证 明之 ,此 时 


Al > 


аз би 
цс, ) | 


lái = 1 2. [ 
Ы Ke И, 
国 为 
1 2ek\i k ба 
та lani am 
的 任 一 项 是 


С) ааваа 


甘 中 jj2…js 是 1,2,…,k 的 某 一 排列 ,而 
1 ФК | ktl KiB 
ak Ат kizun 


utin 


COM aset fan Angra Onas 


рое ЖК +1), (t2), 5, n Е НЮ. ШР 


ул ky | l Zek 
Ша 2 2.) 


BU 
бодо 2ekyla 1 2 
(G, ыйл б зк) 
- í үн 24! кетн 
1 260 | ktl ка 2л 
ЕА 
бараагаа Antar 


而 其 符号 


д= ( 一 1) fa) tN [asi Jaa s fa) 
s (C уунан, 
MUERE A ЕЧ, Li ARP, 
其 次 ,对 一 般 的 

ISh hL euE Тј < 六 Sn 
可 按 如 下 办 法 处 理 ,经 过 记 一 1 次 护 邻 两 行 的 对 沿 ， 可 把 141 的 第 
i1 行 调 成 第 1 行 . 同 理 , 经 过 沁 ~2,…, iak KABIRAT, 
把 原来 的 第 b, o, L 行 调 成 第 2,… ,大 行 ,于 是 经 过 

人 Dt 
次 相 邻 行 的 对 词 ,就 把 14| 的 第 评 , D, ots 而 行 调 到 前 个 行 的 位 
置 上 。 同 理 ,经 过 

НОГЕ 
次 相 邻 列 的 对 调 ， 就 把 14 | 的 第 Л, b. o ДНЗ k О 
位 置 土 ， 总 起 来 说 ,对 |4 1 经 过 

Sardat! 

次 相 邻 行 或 烈 的 对 调 后 ,得 到 一 个 新 的 行列 起 


, 95+ 


而 有 
э=(-1у|А]|, 
这 里 s= $уһ,г= dij рів 
е 
“хр 


# Dh O 4 8, ut asinsi, 3 


Ja (h ау 
| G у 
这 就 归 之 为 刚才 讨论 过 的 第 一 种 情形 ,所 以 
i ipele 
A | 
| Я е) zI 
的 任 一 项 不 仅 是 忆 的 展开 式 中 的 菜 一 需 , 且 两 者 符号 租 同 。 T 


i fh ioeie lÀ 1 е 
А| 
| 人 йе ы? G Ад. 
зү 
и р). 
Ез D= ái WR, 而 县 两 者 符号 一 致 | 
引 理 的 结论 正确 ， 
定理 8.1(Lapiace) RAE и, EA ERRE kA 
列 , 设 其 列 号 合 于 1< < p<. <j ,<n, WH 
Loh ipii yh ipei 
А|= М А Й 
tal renei аа G Jr А] 人 人 дл), e 
类 似 地 ,在 |4! 中 任意 取 定 天 个 行 ， 设 其 行 导 食 于 IS <<. < 


ian, 则 


(18 


=(- ly !B| 


+ 3962. 


(2) 
З А, и Та A ETER ETR k ТОЯ С 
ТЕЙТ 相应 的 代数 余 了 式 之 和 。 


【还 明 } 式 为 例 ， 利 用 ;A = Al MECA. 
个 乘积 


wD S， 巾 由理,S 中 的 任意 
еї Я! P (Ë: 
| А Ае 


ТАНЯ, 5 БУРЕ 意 两 个 乘 


ПЛЕН 
йл 


єг 


Іа" 

DOA 
的 各 肖 的 展开 式 中 ,页 
ЗАПИ ЛЛА 


| 
isto, 所 以 它们 
3 中 的 总 项 数 为 


Ск! (n-k) snl, 
ИХТИ ЛЕ: A ЦЕ, B HIS il 5-72, RE, [A] = 5, Вр 


ORRE. ER, 
ЖОЛ АПЕТ Л, h, о ЛИС, OR 
Ж|АП ЩИ is ize =, in ЕЛЬ 
B2 i 阶 行 到 式 |A| 按 它 的 第 2 和 党 二 两 庆 的 展 下 代 是 


м DAG А AG а) 
+A, DAG а) аа DAG a) 


1,2 4, ~ /2 4 3 411008 4 
tala 12442 JAG Vál 1) 


1] y3 4 13 2 4 
ЫИ Оз ШАТ 5) 
' руа 3 1 4 
А ОА -|а(% Те з) 
, т | 4/12 
А А УЧА ША 2 
作为 Lapiace 定理 的 一 个 应 用 ,我 们 介绍 关于 两 个 方 隆之 和 的 


行列 式 计算 公式 , 其 中 一 个 矩阵 大 纯 量 托 隆 . 
定理 6.2 设 和 4 是 任 一 万 阶 阵 , 则 


ТА, + A| г\л +05, А( п у? 
1 


a( à b у= өөө 


(CB. 


й i/i 


(а А 


+141, 3) 
Вр лите 的 系数 是 |4j 的 所 有 阶 主 子 式 之 和 。 
【证 1 SPM, = (Ker, Mez, e, Aen), А = (о, aa, en) 连续 
适用 行列 式 的 性 质 3 可 得 


1М„+ А | = [Ае +a, kes+ay, +, +a,] 


= |Ме, kes, t, Ае] + Мм oesi, аз, Мел, ө, Хед 
+ У] (Ае, о, Хед, рубл Кен, ее, Kes, 
зар йя 
Медо ауе Ме |е 


> «һу е, Meins g Agna] 
ahe nis 


+ [аана]. 
应 用 Laplace Em, BERERA n —1 个 和 号 中 的 行列 式 分 别 按 
其 第 了 列 ,第 ЛЛ Plas 第 万, 7-1 列 展开 即 得 (3) 式 。 
wE, 


|. 98+ 


1, 用 Laplace 定 


=H баана Бч) 


| 
2. ЕТЕШ n TER 
@) Aab =a, 

| eb å-a, 


lab, -aby 


D| u ab 


айа 2 


деу Gu a а, E n ДУ ЕУ EWA RIE 


99, 


Artan Astar 


Aitan да+ ah £ АА, + 141 
= „ . 


Ait am Абы 


REJA = Та, am As E а, 的 代数 会 子 式 。 
5. 由 上 已 以 及 行列 式 的 泪 项 证 明 


биб бю—@03 


000—002 G> Mz 


Qnt— On Gnr- Goa 


其 中 A АЕН. 
6. Ë A= (а). RER E, Ri REH аро ШШ at 


DORE 


T LGL in, IKA hL Ln 必 有 有 


t. En] 
Шз 2452-1220. 


`&7 Cauchy-Binet 公式 


本 节 应 用 行列 式 的 第 一 降 阶 定理 以 及 Laplace 定理 推导 出 重 
要 的 Cauchy-Binet 公式 。 

定理 7.1 i À nxm B£, B 是 mxn 阵 , 则 

G) 当 n>m 时 , 恒 有 |AB8|=0， 

Gi) 当 nam H, RO 


14Bi = aC 2" 


КЕ 


CEHI 出行 列 式 алкада 
[Ж B aTa M 


JAB] = 10-(- А),1В| = = А 
-4 0| ]-А о 


(2) 


下 7 
100. 


当 m> 严 时 ， 把 (2) 式 右边 的 行列 式 按 它 的 最 后 列 展开 ， 则 
TEEN тп (PER п {ТИЛИ n ЙТ ЗД EDH -m 
+N А, BEDA h Laviace 定理 可 知 ,这 个 行列 式 为 零 ,这 就 证 
BTO. 

SED, эй man ВН, НЕО) АН ИИЙ min 阶 行列 式 按 它 

B 
的 最 后 + 列 展 开 ， 风 ( PRETE n B TURA C2 个 ,而 
共 中 的 任意 一 pd 


| в(^ И у А 
2n 


nememet a(i (К сз 


余子 式 恰好 是 对 应 的 Я Wa ү JU Ri Laplace 定理 , 立即 得 
Л Janda 
IODA. | 
现在 就 米 证 明 上 述 这 个 事实 ， 先 到 各 于 的 了 式 p(1 2 ИШ 
的 代数 余子 式 .把 上 述 m+w 阶 行列 式 作 如 下 分 类 


п mn n 
1 0 B. 
0 Inn В) 
~4 -А 0 


fi 2e n) 1 2en 
Ау= А! В, = B N 
\1 2e 小 12 еп; 


易 见 1B1| 的 代数 余子 式 是 


cnie | ° ina 
í iA -Ad 


L BI ” 


(3) 


其 中 


Imen 


. 4 
INA -A 9 


aC D 


11. 


把 (4) 式 的 最 右边 的 行列 式 按 它 的 前 4 列 展 开 , 得 到 
бы Š maipi 
=(- 1) IQ Al: На 
а ТА ODA НАЦЫ 
= C Lemon A], G) 
BORRAR TAB 1 的 代数 余子 式 从 好 是 


Е 


ончена) ү 的 代数 余子 式 ， 把 行列 
式 | B 
-| -A 0 

的 子 决 (I。 BYP BRA л, 天，…， 放行 依次 调 到 第 1，2,…， в 


Е! 
行 的 位 时, 同时 ,把 ATIR S HAMS л, ле. ЯШ 
次 调 到 第 1，2，… ВИШЕ, БЛ, НЕКО 


好 等 于 卫 , B 
РОДИЛА 
1, 9 4; к) 


ДЕДЫ 


这 又 化 到 刚才 讨论 过 的 情形 , 故 可 知 | ц) РИН 


Y z Da 


的 代数 余子 式 就 是 лу БИ 
#0 ttt Ja, 
例 1 由 定理 7.1 СОА, n>n 阶 行列 式 


| 61+ 010 ас: + bidze ас, + bid, 
920, +621, 


证 毕 。 


| а;сү+Б;йү G2es + Бйз" 


| ас t bady ancs + bed 


102. 


[а b, А 
fos ъа со 
"M: Да аа) 
b, 
#12 (Lagrange 恒等式 ) Ша. 都 是 复数 ，i= 1， 2，…， 
m, mz>2, 求证 
НИ £ ра 
(б) н) -| 
= У) lab-ab,2, (6) 


1<i<J<m 


0, 


а, 


【证 明 】 


> a(S р> : 


m ao 
Dal Dab; 
J 名 а 
ЖОО от 
Сев.) $ia! 
= ае! 
л b | 
{ааа \{ а bab 
bbabn |: :|: 
z, Ball 


ШЖ т>2, # HH Cauchy-Binet 公式 ,(7) 式 化 为 
(È 8) (Š n, з)- EGA 


һ ы z| 


о> 


= л 


由 于 Lagrange 但 等 式 的 右 端 恒 为 非 负 ， 故 立刻 得 到 下 面 的 
Cauchy-Schwarz 不 等 式 
PEARL ® 
定理 1.2 jk C= AB, А RE: m xn PE, B Æ nxi BE, WJ 
+103. 


ИГНАТ 
Л | \Л ТАД 


DENI 把 4 按 它 的 行 分 块 ,8 Вет ЈН 


а 
=| : \ В= (В, Bos +, В), 
z,Í 
MJ 
а, 
СИРИ еъ \ ра, 
ААҺА A E 


(8л, Birs е, Ba) 


Ма, 


的 右边 的 行列 式 中 , 前 一 个 矩阵 是 天 xp BË, 后 一 个 是 mx B, ik 


ШЖ 7.1, 当天 > BP, | 4 ат )- 0; кси 时 ， 即 得 (9) 
式 。 Её, 


А Же 
例 3 Ан ИЕЛИ, MAA 的 个 顺序 主子 式 全 
KFE. 
[证 明 】 Ніки, НЫР ГА ГАО, ARN EAI 


至 少 有 菜 个 k теж абз i 2 ao 故 出 定理 7.2 可 得 


1 2 kN | з зо 
= x ly |. AS К", 
asasan арава САТ 2k) 


i fs 90988 
| daia 2.. Му >0, 


+104. 


BJ 


y н 
1. БАЯ nxm ЖЕЕ, ЖЕ 1.41.41>>0， 而 不 等 号 成 立 的 充分 必要 条 


TR пт, 且 有 所 中 至 少 有 一 个 局 阶 子 式 不 为 零 。 
2. Wa, б, co di 部 是 复数 ,i=1,2,…, rn。 求证 
(®,вв)(@,һа.)- (È ea (9, һе) 
= X (б,-а,5)(сй,-сй,). 


таа 


21. 5 
уь 

S 21, >22, 

选 做 ш 
l. а, bo i=1, 2, 3, 4 是 八 个 实数 。 
(0) RA 

a m ara, 

- а 


в] + ойу (51+ b3) = с} + c, ЭХЕ сү, cs ЖЕШ 01, аз, br, b, ЗЛИ, WR. 
得 出 的 数 。 
— m — 
Gi) їод=а+м —1а› naut Гаа, 试 内 等 式 
от 


—2 zi 


= Таја ж |за, 


证 明 
Gait 
这 里 ce 是 出 an b А REPZATEANS. ` 
( 注 : 这 是 "平方 和 问题 * 的 一 部 分 ,该 问 时 的 提 法 足 ; 任意 两 个 具有 2 个 
“105 ， 


实数 的 衬 方 和 的 桑 积 是 否 仍 为 2 个 实数 的 平方 和 ? k= 0 汐 二 形 显然 是 对 
的 ,本 题 是 涪 当 h=1, 2 时 ,回答 都 是 肯定 的 ,对 六 = 3， 要 利用 所 前 Cayley- 
Di kson 八 元 数 ,也 可 给 出 有 定 的 铝 答 ,但 对 > 4 的 情形 , Hurwitz 在 1933 
华 已 近 它 否定 了 。 

2. (i) E 


a +b. -1 -1 
4-( 1 ава? 
这 里 a 与 5 为 实数 , 求 还 ;4 的 任 : -JG3ESP'E ЗИЯ БОН Ж. 
Gi) 设 4= (qj) 是 4 阶 非 夫 复 隆 ，4is 是 WREATH WE oo 
= А5, 0,1,2, 56, RE A RERE B ТАТ =A 
3. наа, 
G) (в) =1+2+. +n. WRR /(п) = ону ао, ШП /(п+1) 
=) =n+1 证 明 a 与 6 满足 如 下 的 上 三 角形 方程 组 
{атт 
2а=1, 


HERH f (n) КИЙ, 
GD #/(н)=$] P= ora+ Баа опу, WRO ОН O b, е 
所 满足 的 上 三 角形 方 ,并 由 此 还 阴 
i= baat 0) 0041), 
ац) 用 上 述 方法 求 
н) =1:2+2.3+.+ (4-1) en 


的 值 。 
üv) Ж 
10) =} Вана + аид жч + antao 
БШ в, ав eo Gs ЭЛЕ E= MRD. 
4. А, À, oo 4 是 x?-1=0 的 # 个 根 ,求证 
м -a 


=(-1)"-i((n-l)an+ 1, 


5. БАЕ АУД ЫРЫ. 如 果 了 4 中 任 一 元 素 都 足 整 数 ， 行 列 式 为 士 1 的 方 
阵 称 为 么 模 降 。 
“106， 


G) ЖҮР LA ЕШ ЕДЕ 2 НИТЕ 

Gi) Ап ЕСЕ, EIEH п 353208 b, п HENTE 
组 Ат = В НОИ ЯЗА ЖЕНА? FUH. 

6. 把 下 面 的 行列 式 化 成 上 三 角形 行列 式 , 从 而 求 值 ， 


G G G+ 


83-1 ün 


| nt Фе: 
GE, 招 某 些 行列 式 化 为 三 角形 行 肇 式 ,是 计算 行列 式 的 第 一 个 方法 , 著 
能 把 某 些 行列 式 先 代为 形 如 


а, 往往 是 有 效 的 。) 


8， 用 找 递 推 关系 式 的 方法 证 昌 如 下 的 Cauchy 行列 式 
1 了 工 _ 1 
Tit ntp +» 


Intg antye Enl Yn 
П (0-2) (yy) 


als <<". — =. 
тр Gu) 
51 


107. 


Ф 找 Da-i 5 Da R D, 55 Daon Ваа К, 从 而 算出 了 
是 计算 行列 式 的 第 二 个 方法 。) 
9。 计 算 下 面 的 # 阶 行列 式 


GR; д Vandermonde НИКИ = П (E-EN D. В 
VD=V-H (the t Bat 7), 


PEAH D. жЕ 
《 注 用 行列 
п. 计算 sn 阶 行列 式 


Š Én ens Éa En AREH n KARIR, RI É =1.) 
是 计算 行列 式 的 第 三 个 方法 。》 


.108. 


而 右 常 的 a+ 1 阶 行列 式 交 客 
12, 计算 下 面 的 # 阶 行列 式 


TA HERT MATRA D) 

G BEREARI AD, НОКАУТ, ATENA, 9 
行列 式 的 第 四 种 方法 .》 

13、 设 A, Вн. 

G) 从 4 中 划 掉 第 i 行 ,余下 的 (4-1) xn Иа Д, 从 B 中 划 掉 第 
列 :余下 的 nx (п-1у а Ë, 1<01, 7<n。 求证 


所 计算 


“<. e'a yi 2 yky 
honei â) JAG) 
GD 求证 
adj(4B) = (adj B) (adi 4), 
М. (Jacobi RAR n BHES АНЕТА, 1<h<n - 1, BRE 
i h devioj 
h i 小 


i i 
jA 

| cai (s 

《提示 :月 行 列 式 升 防 公式 ,并 用 adj 4= A-1| A|.) 

《 注 , 在 第 三 章 中 将 证 ,上 述 等 式 对 奇 拭 阵 4 也 正确 .) 


тан, 


‚109. 


r AN 
15. аре АШ Е WW z+ t= A( ) xo, 1<< 


1 2-61 
п-1,1@ 
1 Rek i 
pusali рык b TAD В нот, 
求证 
Danen алаа Тела 


141 = 


Раза Dera 


2а 


Р.а. Вк 
АЕБ ЗЕЛЕНОЕ А ЕЩ. 
《提示 :把 4 作 如 下 分 块 


k+l kzen f 
(oa куза) 


再 对 141 应 用 第 一 降 阶 定理 . 记 


Аа) Ala а) 


(= 


再 对 co 用 行列 式 的 升 阶 公式 。 б А1, е, n.) 
16. 记 


2 
站 вал, іт 


Е Pek j 


Fi n~ КИ 


23 Sylvester 4ER. WR n 阶 陈 4 的 阶 硕 序 主子 式 A0, 求证 
ЖЫ АБАТ 
我 们 把 此 一 等 式 称 为 Sylvester MER. 
Чал» СИЕ 


“110. 


第 三 章 ”线性 代数 方程 组 与 矩阵 的 秩 


本 章 完 整地 解决 了 一 般 的 线性 方程 组 的 求解 问题 。 讨 论 了 线 
性 方程 组 在 行列 式 与 矩阵 论 上 的 应 用 ， 并 对 解决 线性 方程 组 求解 
问题 的 核心 概念 ~ 一 矩阵 的 秩 作 了 较为 细致 的 过 论 。 


$1 向 量 组 的 线性 无 关 与 矩阵 的 秩 


一 、 方 程 组 求解 与 向 : “的 线性 关系 
在 理论 问题 中 以 及 应 用 上 , 常 需 考虑 食品 个 方程 ,# 个 未 知 量 
《 数 ) 的 一 般 线性 代数 方程 组 ， 


Bas <b i=1, 2, ym, а) 
为 简便 计 ， 称 (1 为 mxn ARA, 它 也 条 与 成 "矩阵 方程 "的 形状 
Ax=b, (2) 


其 中 А = (osy)mxn ЖОЛ СОН ЖЕНЕШЕ, ИТК А = (4，b) 为 人 的 增 
广 矩 阵 , 列 向 量 x = (х, хо, 5, х) 称 为 未 知 向 量 ， 而 b= (by 
bas oes Da RARD. 

RAIE (и, Ез, +, ka) 称 为 (1) 的 解 (向 量 ), 如 果 xs = К, 
=1,2,…, nn), 代入 (1) 后 使 之 成 为 恒等式 。 设 1xn 方程 组 

Bx=d (3) 

的 任 一 解 是 (2) 的 解 ， 且 (2) 的 任 一 解 也 是 (3) 的 解 , 则 称 (2) 与 (3》 
加 和 解 ,或 称 (3) 是 (2) 的 辐 解 方程 组 。 我 们 总 设法 把 (2) 化 成 一 个 形 
状 简单 的 同 解 方程 组 , 从 而 求 出 解 x。 

mxn 方程 组 械 解 决 的 问题 是 , 怎样 判断 它 是 否 有 解 ? 在 有 解 
时 如 何 求 出 它 的 解 ? 解 的 形状 怎样? 解 肛 什么 性 质 ? 它 有 哪些 应 用 ? 
и. 


为 解决 上 述 有 关 线 性 (代数 ) 方 程 组 的 求解 问题 ， 先 由 下 例 鸡 
察 一 下 ,应 引进 怎样 的 “工具 ?? 
例 1 在 5x3 方 程 组 
X1+X2+ Xa=3 
2x1 + 3x2 + dx3=9 
Зх + 3X2 — 5X3= I (4) 
| X1+2x2+ 9x; = 6 
Xi + Зх; + 13x3 = 17 
中 , 易 见 第 二 个 方程 减 去 第 一 个 方程 就 是 第 四 个 方程 ,第 二 个 方程 
的 两 伴 减 去 第 三 个 方程 就 是 第 五 个 方程 ,这 说 明 如 下 的 3x 3 方程 


组 : 
Xi 士 X2 填 X3 二 和 
| 2x1 +3x2+ AX = 9 (5) 
Зху+8х;—-5Ху=1 
是 原 5x3 方程 组 (4) 的 同 解 方程 组 ,或 者 说 ,(4) 中 的 最 后 两 个 方 
程 对 前 三 个 方程 来 说 是 多 余 的 ,可 把 它们 会 捧 。 
我 们 注意 到 以 下 事实 ,在 由 (4) 确 定 (5) 的 过 程 中 ,实际 上 并 没 
有 涉及 末 知 数 х1, ха, хз, 而 是 把 一 个 方程 作为 一 个 整体 ,进行 加 、 
ҖЫ ҖЕ ПЫ, 因此 ,上 述 过程 完 全 可 用 对 增 广 矩阵 的 各 个 生 向 
语 之 间作 相应 的 运算 来 描述 ,确切 地 说 , 设 


11 1 3 а 
23 4 9 в 
А=(А, b)=|3 3-5 1-а 
12 3 6f |a 
1 3 13 17! ‘а 
则 以 下 两 个 等 式 ， 
% = aa — Gl Qs = 2%;— 03 (6) 


分 别 反映 了 第 四 个 方程 对 于 第 一 ,二 两 个 方程 ,第 五 个 方程 对 于 第 
二 ,三 两 个 方程 是 多 余 的 这 一 事实 ， 因 此 (4) 中 有 否 多 余 方 程 的 间 
显 就 归结 为 增 广 盾 阵 的 行 向 量 之 闻 是 省 有 形 如 (6) 的 那 种 关系 式 。 
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出 于 这 种 考虑 ,我 们 引进 ， 
定义 Ба, а, oa，…，om 是 并 维 行 向 量 ， 如 果 存 在 数 ka， 
kas e, kas 使 


«= kja, + К 十 + Куе, (7) 
а Ben, az …， ou 的 线性 组 合 , RIKA трал, аз, s а, 
НЕН Ли k, ЕН ЖШ, 
UFRORN SR: 


a= (— l)ay+ 1-а» + 0-a, а= 0-1 + 203+ 0 1a, (8) 
ЖК оң 与 mx 都 是 wa, аз, 的 线 往 组 合 ， 即 (4) 的 最 后 两 个 方程 对 
前 三 个 方程 来 说 是 多 余 的 。 
着 把 (8) 式 改写 成 
leat- 1)а +0-а3+1+о4+ 0+5=0, 
@+а,+(—2)а;+ 1:03 +050, Las = 0, 
则 上 两 式 也 反映 了 (4) 中 有 多 余 方 程 这 一 事实 ,于 是 一 般 地 引进 、 
ЖУ Боа, wa +, a, Ж n ИТИ, 如果 存在 不 全 为 堆 
RIR kis Ка, о, К, 使 
Ко + k. + Ка, = 0 (10) 
а, аз, ++, а, 线性 相关 .否则 , 称 al, о, ++, a, 线性 无 关 , 或 
线性 独立 , 也 就 是 说 【10) 式 成 立 当 上 且 仅 当 К,=0,1=1,2,..,5, 
注意 ， 关 于 线性 相关 定义 中 的 条 件 “不 全 为 零 ? 是 必需 的 ， 冤 
则 的 话 ， 任 意向 量 组 都 满足 (10) 式 了 ， 而 在 关于 线性 天 出 的 定义 
中 ,那些 表 出 系数 Kk 却 可 以 金 为 零 , 事实 上 , 零 向 量 是 任意 向 量 组 
的 线性 组 合 ， 
由 (8) 式 与 9) 臣 打 看 出 ， 向 量 组 的 线性 相关 与 线性 组 合 有 着 
密切 的 联系 .事实 上 有 下 面 的 
命题 1 5022) n ТЕ өл, а, е, a, 线性 相关 的 充 要 
条 件 是 ,至 少 有 其 个 m 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 。 
DEWI 如 果 ar, аз, o, os ИНЕ, 则 在 (10) 式 中 至 少 有 
某 个 系数 ,例如 куас, FEODORE A 


《9) 


+113. 


“CC 
к, 
Е 
这 说 明 mw ац, … ол, or че, а, 的 线性 组 合 。 
反之 , 设 
а= Цо + +Ң turta te + a, 
则 
ert 1 аа + С l)a thau tee +1,а, 
ВФ, es Кал, 1, bor s ЖЕЖ, Мо, eo, o a, 线 
性 相关 证 毕 。 
由 命题 1 ТА, 如 果 4=(4,5) 的 nn 个 行 向 量 线性 相关 ， 则 
在 Ax=b 中 必 有 多 余 方 程 ,反之 亦 然 。 
继续 考察 例 1, 很 自然 地 要 问 ,在 3х3 方程 组 (5) 中 是 否 还 有 
多 余 方程 ?如 果 还 有 , 则 以 下 三 个 4 维 行 向 量 ， 
al=(l, 1,1,3), a2=(2, 3,4,9), «a= (3,3, -5, 1) 
应 线 狂 相 关 , 也 即 下 面 的 4x3 方程 组 ， 
kı +2k;+ 3k, = 0 
ki + 3k; + 3k = 0 
ki tdk,- 5k = 0 
ЗЕ, + 9k += 0 
应 有 非 零 解 , 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 由 Cramer 法 则 ， 上 方程 组 的 前 
三 个 方程 ,由 于 系数 行列 式 不 为 零 , 只 有 和 零 解 ,也 就 是 a1, az, as R 
性 无 关 , 所 以 在 (4) 的 前 三 个 方程 中 再 也 没有 多 余 的 方程 了 ,此 时 ， 
称 这 三 个 方程 所 成 的 方程 组 (5) 为 (4) 的 极 大 无 关 (独立 ) 方程 组 ， 
相应 地 , 称 向 量 组 ол, аз, оз 4 的 行 问 量 组 @1, wz, оз, оа, s 的 
极 大 线 福 无 关 ( 独 立 ) 组 , 它 有 这 样 两 个 性 质 ;a1, ас, оз 线性 无 关 ， 
А ПИШЕ Ж о, аз, os 的 线性 组 合 (由 (8) RTA a, as ЖЕ о, 
аз, os 的 线性 组 合 ， 又 ei, оз, оз 的 每 一 个 显然 是 ui оз, os 的 线 
性 组 合 ), 于 是 一 般 地 引进 ， 
定义 “如果 在 闭 维 行 向 量 组 al, оз, +, as 中 有 “部 分 向 量 
ом. 


аа, зе, а 

Gi) wi, Gns е, б, ЕЭС: 

Gi) 每 一 oy Жа, в, +, а, ЮНЕ А, ISJ, 则 称 
ав, бшу, а, 为 ол, аз, +, а, НАКОН ЖЕ ОЗОН, 而 称 
r 为 行 向 量 组 ci, аз, ©, a, 的 秩 ( 数 )。 

HER, Е mxn EAR т ТТ ЕК ВНЕ 
量 的 个 数 (即行 向 量 的 牧 ) 称 为 4 的 行 鞭 。 

由 此 可 知 ,如 果 念 的 极 大 线性 无 关 行 向 量 组 是 4,, о, +, 
ai M| 了 xm 方程 组 


а. Ga Xo + E Aitona = bi, 


ых ras Xa + Ы 


(1) 


@ Ta, xa + + TG X = Dip 

就 是 4xK= 刀 的 极 大 无 关 ( 独 立 ) 方 程 组 , 它 与 hx=b Б, ВН, BT 
能 找 出 4 的 行 向 悬 组 的 极 大 线性 无 关 组 ， 也 就 得 到 了 局 解 方程 组 
CH)， 故 只 要 把 (11) 的 有 关 解 的 问题 搞 清 楚 , 也 就 解决 了 原 方程 组 
Ax=b 的 求解 问题 。 

如 果 对 列 向 量 组 类 似 地 引进 线性 相关 ,线性 元 关 , 线 性 组 合 的 
概念 , 则 命题 1 相应 地 对 列 向 量 组 也 成 立 , 且 可 得 

命题 2 如 把 mxn АОИ, А = (ар, аз, е, в„), 
M mxn YEA Ах = 有 解 的 充 要 条 件 为 , bp au, aa, =, a, 的 
зная. 

DEWI х= (Ка, ka ++, К„)/ 是 Ах = b 的 解 , 则 

k, 


(G as, уал) =b, 


H b = kia + kanat + + kina, 


反之 ， 把 上 述 证 明 过 程 例 推 回去 ， 即 知 (py Кз, +”, К.) Ax 
=b 的 解 。 证 毕 。 
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综 上 所 述 , WER Ах = 的 家 大 狼 立 方 释 组 ， 就 必须 讨论 行 
向 量 组 的 线性 无 关 ( 相 关 ) 性 以 及 矩阵 的 行 秩 ; 为 要 讨论 方程 组 是 
否 有 解 ,就 必须 考虑 列 向 量 组 的 线性 无 关 ( 相 关 ) 狂 所 以 ,方程 组 
的 求解 问题 与 向 基 组 的 线性 关系 式 是 密切 机 联 的 ， 以 下 将 用 后 着 
作为 “工具 ?去 解决 前 者 的 问题 。 


二 、 向 重组 无 关 性 判别 法 则 及 其 应 用 

本 段 如 无 特别 说 明 , 所 说 向 重 妈 可 以 是 行 向 量 ,也 可 以 是 列 疝 
м. 

首先 , 由 线 人 钼 相关 的 定义 可 知 , 单 猩 一 个 身 量 a 线性 无 关 的 充 
要 条 件 是 , а 为 非 零 向 量 。 其 次 , 向 蜡 纽 有 下 列 两 个 常用 和 性 质 ， 

命题 3 ац, аз, e, Qp 与 at аз, tts Aps арар s a Ж 
n ЕКЕП, WETERE НОС, WAA BAGRA, ЖК 
CHK) REZ FEARNE, WNELER. 

DEMI Baran =, as 线性 宰 关 ， 出 存在 不 全 为 零 的 数 
kis Ка, o, ko, 使 

kia, + Кул; o Къар = 0, 
于 是 由 
kia, + kaa ++ раз + Opr1t е +050, 
ЖЯ ол, оз, се, ар, ару, е, oa 线性 无 关 《 因 为 ki К, ++, К, 
0, n, 0 仍然 不 全 为 零 )。 证 毕 。 

а= (ol az, ++, а,) r НИТЕ, БК r +з 维 行 内 最 :91 
zs е, Grs Dis es DON a HRK. FRETTE IR K 接 
长 向 量 。 

命题 4 线性 元 关 疝 量 弓 的 接 长 向 县 组 也 线性 无 关 。 

DEI АЫ ШЕ НД, ЭУЕ, BE В, = (о, б,) 
Жа WRK, i=l, 2，… 所 По, oa +, а, 线性 无 关 ， 则 
H 

(од, б) +К:;(аз, д) + К, (ац, б,у= (0, 0), 
可 得 
+116, 


kiai t koa + +К,а,=0, 
ВЕД == e =k,=0, BI б, В, es B 线性 无 关 。 TH, 
下 而 的 定理 古本 章 以 后 一 些 定理 的 基础 。 
定理 1.1 《〈 基 本 定理 DH 
= (аа, Gigs ts а„),®=1,2,+е,р, 


PEN, Й ау, аз, …， op 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 ,在 PxH 阵 : 


о ац аша 
A=| % 1=| al 92 
а рр pzpn 
中 至 少 有 一 个 了 阶 子 式 不 等 于 零 。 


【证 明 】 必要 性 ,对 了 用 归纳 法 。 

当 p= 工 时 ,4= aa 为 线性 无 关 向 量 , 所 以 om 二 0, 它 自 然 有 某 
个 分 量 ( 即 4 的 一 阶 子 式 ) 不 等 于 和 零 。 

设 当 向 量 个 数 小 于 ? ВЯ, HEEN. SHURE, ал, аг, y ay 
REER, 故 由 命题 3 Ni, ол, а, +, ар 也 线性 无 关 , 于 是 由 归 
纳 法 假设 ,如 下 Cp 一 1) хн His 


ар @р-1 @р-рл’е дув 


РӘ p- 1 PERTAPA E E А, Auk p - 1 阶 顺 序 主 


Җа 
1 02--р-1} 
»=|a( 1 2 Jsa 
今 考虑 4 的 如 下 的 8-(Pp-1) 个 了 阶 子 式 ， 
[аң o аә Gu 
р,= 


-Lp-I @р-р,7, 
i 


+ Gaz а | 


ш. 


J=D, p+1, е, n, H] D, PRG, р) а, Æ D, 中 的 代数 余子 式 
部 (可 记 ) 为 he,i= 1, 2, = p, FRAR HDA =p, p+1, 
те, п ЖЇЙ, А» 仅 与 有 关 而 与 /无 关 , 且 DD= Ao. 

对 于 了 阶 行列 式 Б», 出 行列 式 的 性 质 可 知 ， 


апд + azap + + + apAse = 0 


аА» + а;0А;р + >° + psApp =0 
1224115 22/129 potipp (12) 
Git, TA2,p-1A2p + e + ann-1Aps =0 
THE Da, Doite, Da 都 按 它 的 第 p 列 展开 ,可 得 
аА + Азр + t + йррАрр = D, 
Garip + Az n 25 + F йр,» уАр» = Dp+1 a3) 


Gin 人 ia + аз„Аз» +++ + GpnApe = Dy 
AMR D, = Doii=…=Du=0， 则 (13) 诸 等 式 右 端 全 为 零 ， 于 是 连 
闻 (12) 中 的 了 - 工 个 等 于 零 的 等 式 , 可 合并 写成 行 向 量 等 式 ， 
Аца, + Араа + + Ао вао 1+ Das = 0 

E DSO, о, аз, +, ap 线性 相关 ， 这 与 假设 矛盾 ， 记 以 Ds， 
Dosis rs Da XE p ИТН КАРАР, 

充分 性 。 不 失 一 般 性 ,可 设 生 的 2 阶 顺 序 主 子 式 不 等 于 零 , 于 
是 


Bo as; apr app 
ФЕ Bo 6, е. Bs 线性 无 关 。 事 实 上 ,由 
O= Ri kB; t e +Rep = (К, Ka, зе, ko)An 
可 得 
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(kuk. ,Кь)=0-Ар1=0, 
Ж Bis Во, …， Bs ЕЛЖ. Бї о, ЖЕ Bi 的 接 长 向 里,i=1 2，*…， 


p, Н 4 ат, az，…， ao 也 线性 无 关 。 证 毕 。 
例 2 由 于 矩阵 
| 01-1 2) 
e (0 0 0 -3 
ll 2 А 
的 2 БЕЗЕ „зк Co, -1,2), (0,0,0, —-83) 


83 对 任意 一 个 xn , 


ац йшй 


ар Up2°" pn 
рен, 必 存 在 主 对 角 线 上 只 出 现 1 或 -1 的 Pxn 对 角形 阵 了 ,使 
+D 的 了 个 行 向 量 线性 无 关 ， 
{ЙЕН} 显然 ,ol+1 与 aa 一 工 这 两 个 数 中 至 少 有 一 个 不 为 

Я, ЮНЕ an- 130, 则 

ai= (an 1, ар» +", Ain) 50, 
Жо, 线性 无 关 , 再 考虑 向 量 a, 与 向 量 

В, = (а, 022 十 1，023，…， аш) 

Ва = (агу, 022 一 1 йу, б, Па)» 
则 可 证 


an-l ap 
d= 


ац-% an 


, = 


ау  йш+1 G 92-1 
ЕРП КЛЯ, 经 过 简单 计算 即 可 得 出 ап-1= 
0 的 矛盾 , 故 不 妨 设 41 二 0。 由 定理 1.1 可 知 , or В, 必 线 性 无 关 ， 
于 是 找到 了 2Xn 对 角形 阵 : 
人 1 0 Ж) 
D,= 
01 00 
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使 Gi 28-741, " -1 L) 
dy: 23t Azn, 0 1-0 
的 两 个 行 向 量 线性 无 关 ， 


归纳 地 , 设 对 4 的 P-1L 阶 顺序 主子 阵 Ap-1= Cado- t-d 
已 找到 了 (Pp 一 1) xn B£, 


4, 
а 01-10), 
"dp 


其 中 рола [dy dz, =, doi], = 1R -1, 11р, 使 得 
ац+ф аш Ane-l | 


ЈА i+ р, | = 921 аљ + are gao +0, 


ар-р  @р-д *°йр-ьр.1®@р-1 


MERTE 
d= Ap-1+ Do-1 и 
3 v аьр +1 
Apit Doi u 
= v 900-1 | 
中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 , 此 处 ， 


U= (aig, Одо t Opang)’, U = (азу, Gss t, Пр,р-1), 
事实 上 , 如果 4 = 4, =0, WE hz-1+Ds-: 是 非 异 阵 , 故 由 行列 式 
的 第 一 降 阶 定理 可 知 ， 

23= j4o-1+Do-il(ozs+1-2CA4o-id+Da-D iD)=0 

4 = |Аә. + Бә-д|(ав,—1-(А„ +Ю»)”3ш) = 0, 
再 由 [Аг + Doi] +0 及 上 两 式 立即 得 出 1= -1 АРЕ, УДА 
AIT рхи 阵 ， 


5-7” 0 0), -1 


0 d, 
使 4+ йур ИЛ ЗУКО 4 或 A), ВТ ЛЕЛЕ 1.1 
知 4+ 吕 的 了 个 行 向 量 线性 无 关 ， 证 毕 。 
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如 果 类 似 地 引进 列 向 量 组 的 极 天 线性 无 关 组 《这 只 要 把 行 疝 
量 组 的 极 大 线性 无 关 组 的 定义 中 的 “ 行 ? 字 换 成 * 列 ? 字 ), 并 和 应 地 
称 任 一 m xn 阵 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 中 的 向 量 个 数 为 Н 
阵 的 列 秩 , 则 可 得 

推论 1 пч АЯТИ ЧУВАО п, RZ, ЖП Br BE 
所 的 行 秩 ( 或 列 秩 ) 为 n, ША ЕЕ, 

这 是 明显 的 , 因为 由 定理 1.1 可 知 ,上 述 结论 对 行 向 量 组 是 正 
确 的 ,再 由 [A = A| 就 可 推 知 ,此 推论 对 А/ НОТР SB BI A Пу 
列 向 量 组 来 说 也 正确 。 

由 于 推论 Yt, СКАРИ Е АРЕ. 

推论 2 任何 n+1 个 4 维 向 量 必 线 性 粕 关 , 因而 向 是 个 数 大 
于 向 量 维 数 的 向 景 组 必 是 线性 相关 组 。 

【证 明 】 Har, оз, 5, а, а JE NETERA, оц, 
ав, е, а, ЕЦ Ж, НУЛЯ 3, ац, оз, +, алза 也 线性 相关 ， 
如 果 а, ао, +, о, 线性 无 关 ， 则 由 推论 1, 方 阵 (о. al, eey ah) 
为 非 晃 阵 , СН Cramér 法 则 ,方程 组 ， 


Xi 
т а X r 
(ai, ад", an) | 2 |= ana 
х, 


а (Xu о, e X.) = (ki, Ra, е, К„у/, 于 是 得 到 
ahy = kit t Куа} ++ Еа), 
或 者 
Фуу = kia) + kama ++ + Ка, 
再 由 命题 1. а, ау, =, Ons on+l 线性 相关 。 
对 列 向 虽 组 ,可 类似 地 证 明 。 证 毕 。 
定理 1.2( 基 本 定理 2) Ба, az, y adj Bu, Bos +, Ba 
ЖЮ n ERR, ШЖ 
G) 每 个 Bi 都 是 xiy оз, …， ао 的 线性 组 合 , Tssissg 
(ii) q>p, 
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Д] Bis Bas ++, B, 必 线 性 相关 。 

【证 明 】 就 行 向 一 的 情形 证 明 , 列 向 量 可 伤 此 证 出 (或 在 行 向 
量 的 情形 已 证 好 的 基础 上 ， 应 用 它们 的 转 置 向 量 有 相间 性 质 这 一 
点 也 立即 可 得 )。 

由 假设 (i 依 次 可 得 


« 
В, = (си, Су", со) | 2], 


а 
Ba= (он, сш, се, оь) | ~ |, 


[a 
A= (са, са, ө; | 
Ap 
EHHA ARER SR 
ё, оц 
№ в сре a4) 
в, а а 


其 中 C= (сиў). ШШ Gi), q>p, 故 出 推论 2 可 知 ,C 的 4 
个 行 铅 量 必 有 线性 相关 , 也 即 存 在 (ka kas о а) 0, 使 
(ku ka, -ka)C = 0, 
于 是 在 (14) 式 两 端 左 乘 (Pl, kos +, ko) 就 得 
КВ, +80 tkaBa = 0, 

所 以 Ви, Bos +, Ba 线性 相关 。 证 毕 。 

HEM ЕЕ аш FT 6, 

推论 1 ДИТЯ оп, аз, ++, о, 的 和 极 大 线性 无 关 组 中 疝 量 
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个 数 是 r, r <s, 则 в, о, +, о, 中 任意 ?+1 个 向 景 必 线 性 相 关 。 
推论 2 бо, as, e, ap 5 Bis В, +, Ba EWA n ИЩ 
组 , 如果: 
G) 84 8, 都 是 ay а, 5, as 的 线性 组 合 , Tsisg 
(H) Bis Вг, +, В, 线性 无 关 ， 
Mj а<р, 

论 推 3 Ша, а, os ap 5 Bis Bes s B, 是 两 个 线性 无 关 
向 景 组 , WREN A 都 是 Ф, xz，…， ао 的 线性 组 合 , 1<i<g; 每 
个 Ж Bis Bos б, Ba 的 线性 组 合 , 则 P=g。 

一 个 向 量 组 中 的 极 大 线性 无 关 组 可 能 不 止 一 组 ， 例 如 第 一 段 
DIA ARITE ar az, ass Gas as 中 ,al аз, Ga 与 ly в, аз ҖЕ 
极 大 无 关 组 。 然 而 , 这 两 个 极 大 无 关 组 中 向 量 的 个 数 却 是 相同 的 ， 
事实 上 有 下 述 一 般 结论 。 

定理 1.3 一 个 向 量 组 中 任 党 两 个 极 大 无 关 组 所 含 的 向 量 个 
数 相 同 。 

【证 明 】 а, а, es, or УВ, В," В, 是 同一 个 向 量 组 
中 的 两 个 极 大 线性 无 关 级 ， 则 每 一 a 可 由 бу, 82, +, В, YES 
Шіс бр В, 可 由 а, ал, ++, а, ЕН, 1<j=<t, ИОН 
定理 1.2 的 推论 3,r=t。 TR. 

由 定理 1.3 BRTN T ТОНОО ERE 

推论 (Е тха А ИТО ЧН АМЕ Е, 


=. БИЖ 
定理 1.4 тхор Ар ТКАН HAHA 


中 有 了 个 列 向 量 线性 无 关 。 
DEMI 设 4 
а Чейн а 
А=| “п Otz | % =C, Bass Ba), 
а Фе йы а 
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жт а 8 В, 分 别 是 4 的 第 守 行 与 第 7 列 ,= L, 2，…， m3j=1， 
2 

За, а„ е, а„ 线性 无 关 , ШИНДИ 1.1 可 知 ,在 由 这 ?个 
行 所 成 的 p xn 阵 中 必 有 了 ЧЕ, Эу 


i iseis \ 
4 ，， ， = 
| 人 dJevJe J 
于 是 由 定理 1.1 的 推论 1, 
A) 
Ji Jae Je 
的 个 列 疝 量 线 性 无 关 ， 而 8n Bass Bys 分 别 是 这 了 个 了 维 向 
景 的 接 长 向 量 , 故 由 命题 4, 它们 也 线性 无 关 。 

KZ, W A p 个 列 向 量 线性 无 关 , WA Ж р 个 行 向 量 线性 
ЖЖ, 据 刚 才 必 要 性 的 证 明知 道 ,4/ 应 有 了 个 列 向 量 线 作 无 关 , 也 
PAR p 个 行商 量 线性 无 关 。 wE, 

命题 5 RARA a, a, а,, а 线性 相关 , {Н ол, оз, ees 
а, REER, Ло а, а, +, а, 的 线性 组 合 。 

GERI HER, 存在 不 全 为 零 的 数 Ka, Кә, е, krs k, 使 

ау + kay + + К,а, +ka = 0, (15) 


ШЖ к= 0, 则 由 (15) 式 以 及 ai, аз, +, а, 线性 无 关 的 假设 可 知 ， 
==. =, = 0, 此 为 承 盾 , 故 k 夺 9。 于 是 (15) 式 可 收 写 为 


а=(-Җ-)а+( Jr к” Je 

这 说 明 a жа, а, o, a, 的 线性 组 合 。 证 毕 。 

定理 1.5 б—тхп 阵 和 的 行 秩 等 子 它 芍 列 秩 。 

【证 明 】 设 妇 移行 秩 为 r, WAH r 个 行 向 最 构成 极 大 R 性 
无 关 组 ,县 由 定理 1.2 的 推论 1 可知, 和 4 的 任意 ++1 个 行 岗 是 ( 如 
RAR, ест) 必 线 性 相关 ， 于 是 由 定理 1,4, À 有 上 个 列 
商量 wa， cr +, G, 线性 无 关 , MARIER r +1 个 列 疝 量 (如 果 
.124， 


аи Annate 


Gan Фм |0 
, 


有 的 话 ) 必 有 线性 相关 , ШОНЕТ аз, Ја, з, ts Jo б» 
аз,» Ass ол, 也 线性 粒 关 ,于 是 由 合 题 5，oy ДЕ ау, олу, Gs, 
的 线性 组 合 , 又 每 一 e, 显然 是 war an, s а, МЕЛЕН, 1< 
RS， 所 以 a, 04,，…， ез, 是 4 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 ， 
于 是 和 4 的 列 秩 也 是 +。 证 毕 。 

由 于 定理 1.5, 今后 我 们 就 称 妇 的 行列 ) 秩 为 4 的 秩 , 并 记 为 
(А), XEF A 的 行 铁 就 是 4 的 列 牧 , 而 和 的 行 ( 列 ) 秩 出 4 唯一 
确定 (定理 1.3 的 推论 ), 故 定理 1.5 的 另 一 说 法 是 , A 与 Ar 的 秩 
相同 ,部 

r(A)=r(A”), G6) 

命题 6 如果 向 重组 d, 62, +, б, 的 每 个 向 景 ó, 都 是 向 量 
Ві, Во, те, В, 的 线性 组 食 , MAEA By 又 是 向 最 wy az, t, a, 的 线 
EAR WRA б, 必 是 my ао, зе, а, ЮВИБ, Іі, 1<7 
55, 

DEWI 就 烈 向 量 组 来 证 明 。 由 假设 ， 


Or = КВ, + Коба ++ T Kibar іе 


ug 
fin 
В, = (а, в, soft је, 
t, 
ж 
hi 
Ф&=®и(о, аз, се, ау) | H 
1, 
1 


L 
+ko(ay аз, а) | 2 
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bt 


янв, (а, ав, а) ы 
L, 
Укл) 
i=l 
D kals is 


= (уаз, е, о) | 天 
Ук, 
= 


即 6 Ж о, вз, +, о, 的 线性 组 合 , 行 向 量 组 可 仿 此 证 得 ,证 毕 。 
例 4 А (а). 的 秩 为 r, BAR iia ei, УА 
Лы Йу сеу J 列 分 别 是 A 的 行 向 量 组 与 列 铅 量 组 的 极 六 线性 无 关 


组 ,求证 : 
ао so, 
[АЛ Је Д 
【证 明 】 把 4 按 它 的 行 与 列 分 块 ， 


{Фи с” Qu, се аш, се аш, е ашу /m3 


= (В, е, Bs ta Bias се, Birs a Pa) 
tmx ë 
+126. 


— аш а) 
Gan йш, а, 


Gah бы, 


© Ga, |= (Ва, Ва, В) =| Ga 


Omi, быз, "U бун а». 
шта, ans +, а, 是 极 大 无 关 组 ， 故 任 一 а, 是 a, mo е, о, 
前 线性 组 合 , 因此 任 一 z, 自然 也 是 ar co …， rr 的 线 竹 组 合 
хый ВВ В, ВНЕ, ЙА ВУ т. АЗЕ в, аа, 
… sr 线性 无 关 。 如 果 aes Any r па, REE Ж. Ва, а, 
неу а, 是 它 的 极 大 线性 无 关 组 ,t+<r， ДИЕ а, 是 д, а =, y 
REAA TAME 6, [E a ап, аз, e, 2 的 线性 组 
合 , 这 说 明 A, 的 秩 为 t, 这 与 秩 的 唯一 性 相 蔬 后 (定理 1.3 ИДЕ 
É), DL, Anr …， а, 线性 无 关 , 由 定理 1.1 的 推论 1， 


I fh teei À] 
A 2. ) #0, 
| VÀ jeeje 


АННО ИО E У ЛАТ 6 显然 可 得 : 

引 理 mn ААН A= (a az, oss an), 如 
Жа, ав, =a, 中 有 某 m-r 个 列 ， 使 其 中 的 任 一 列 都 是 (au, oz， 
… ,0% 的) 另外 个 列 的 线 件 组 合 , 则 (4)<r。 

定理 1.6 设 4 是 mxn 阵 ,8B EE nx t BE, B| 

(AB)<min(r(A), т(В)),= {17) 

DEWI 设 KB)=r, WBE r AIRETA Pk- f k, 

ФПЖ В, 8, +, B,, Ш 
By= kuhi tkypz + + hesss РАЈ, 


ке, 


所 以 
221. 


АВ, =K ABL tka AB АВ rt1le jl, (18) 


x 
АВ = (АВ, АВ, ---, AB,, АВ, +, АВ), (19) 
《18) 与 (19) 满 足 引 理 的 条 件 , 故 得 
r(AB)<r=r(B), (20) 


另外 ， 册 于 任意 扼 降 与 其 转 置 答 阵 有 相向 的 秩 ( 由 (16) 式 )， 且 由 
《20) 式 可 得 
т(АВ) =т((АВ)/) = r(B'A'y<r(A')= (A), 《21) 


《20) 与 (21) 式 说 明 (17) 式 是 正确 的 . wE, 
推论 W AE mx n BE, P чол тИ Ыр п А, Д 
(АО) = (РА) =т(РАО)=т(А), (22) 


【证 明 } 5 РА= С, NJ A= РУС, 由 (17) 式 ， 
(Су=г(РАу<п(А) 
r(C4)=r(P-IC)<rCC) 

所 以 
А) = (С) = (РА) 
АГЕ, r(A) =г(АО), 于 是 
I(PAQ)=r((PA)Q)= r(PA)= (A). 证 毕 。 
上 面 的 推论 说 明 , 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 , 由 于 任 一 wm xn 
Афи т ИЧЕР n З О, {4 


РАО = noo 23 
o= 路 (23) 


《第 一 章 85), B s 由 4 唯一 确定 ， 放 由 推 论 可 知 , 4 的 秩 是 3, 反 
之 ,有 下 而 的 

ЖЕТТ 《〈 基 本 定理 3) mxn E ABR г, M| ST 
到 m 阶 非 异 阵 了 与 # 阶 非 异 阵 Q8, 使 


вло- (1% ° 24 
о-(, 路 0) 


GENI НЕТА, АЯ ЕР 55 n ЕУ 
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Q, 使 成 立 (23) 式 ， 今 F(4) = 六 赦 由 (22) 式 
IL 0 
r=r(PAQ)=:l 0 =» 
所 以 (23) 式 可 写成 (24) 式 。 证 毕 。 
上 面 的 两 小 段 讨论 说 明 ， 只 要 用 初等 变换 把 4 化 为 对 角形 


G; Р Maka r atap att 3 们 书 在 第 一 这 做 过 多 次 ， 不 过 


яя, 
ЖХ 设 4 与 B 都 足 mxn 阵 ， 如 果 存 在 m 阶 非 异 降 P 与 4 
阶 非 异 阵 @ ,使 B= РАО, MEAE ВЕ. ЖК АШЕР В. 
推论 和 与 3 相抵 的 充 要 条 件 是 ,F(4)= ITCB)。 
GESI 由 定理 1.6 的 推论 可 知 ,必要 性 是 显然 的 , 今 证 充分 
性 , 设 区 4)=r, 则 rCB)=r，, ВОНА 1.7, FERRE Р, R Hj 
8,T, 使 


вАО- |1 9). квт 
ое зам, 
TÆ B=(R-IP)A(QT-!), HIA 5 B 336, 证 毕 。 


Ж 1.7 的 很 多 应 用 将 在 以 后 陆续 给 出 ， 最 后 讨论 行列 式 与 
矩阵 的 秩 的 关系 。 . 

定理 1.8 mxn РЕА ОЛ, ШАЖО r 阶 子 式 
不 等 于 零 , 而 4 的 任何 高 于 r 阶 的 子 式 (如 果 还 有 有 的话) 必 为 零 。 

【证 明 】 因为 4) =r， 故 4 的 个 线性 无 关 的 行 向 量 所 成 
BJ r xn 阵 至 少 有 一 个 了 上 阶 子 式 不 等 于 零 (由 定理 1.1)。 又 如 果 
人 中 有 某 个 上 +1 阶 子 式 不 等 于 零 ， 则 它 记 在 的 4 的 r+1 个 行 向 
量 必 线性 无 关 ， 这 与 "(4A)=r 的 般 设 相 韦 捕 , 故 和 4 的 所 有 r+1 阶 
子 式 全 等 于 零 , 于 大 由 行列 式 的 展开 式 可 知 ,4 的 任何 高 于 7 Йй 
子 式 也 都 等 于 零 。 证 毕 。 

ЖХ WDR mxn 阵 和 的 菜 个 上 阶 子 式 ， 则 4 中 任 一 包含 
以 即 以 DD 为 子 式 ) 的 r+1 阶 子 式 称 为 DD 的 加 边 子 式 ， 

下 多 的 结论 提供 了 用 行列 式 求 短 笨 的 牧 的 方法 
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定理 1.9 Rm Xx 如 阵 A 中 有 某 个 + 汾 子 式 也 不 等 于 零 而 ， 
РНТ Е, MARRIT 
GEM 为 书写 简洁 起 见 , 不 妨 设 4 的 7 ВАР ЕР 
[ап aaa 


р=| ад а 0 


аа 0,4774,» 


于 是 4 的 前 了 行 线性 无 关 ,考虑 如 下 的 (+1) xn pE 


Gn бий, Gyr+ Gn ar 

Яз 0м°°@, 05537702, а 
sp 

ад 8ra grr ата, а, 

Goi @р2'" "02. Ор.н+р ра а 


这 里 al, оз, …， ас, az 是 hz О, БИШ А, RE INA a 
А» = (Bi, Bas е, Brr Ваду е, Bado 
此 处 Bi 均 为 r+1 维 别 向 量 ,j=1,2,…, п, 3р0, ЗИН 
理 1.1 В, В, ~, 8, 线性 无 关 , 但 由 候 设 ,DD 的 加 边 于 式 全 为 堆 ， 
所 以 对 任 一 s, r + 1=<s=n, EA 
[Bis Bas =s Bes В. = 0， 
PEWA Bas Bas = › Bro В, ЖЕЙДЕ, ЖЕШ ИЙ 5, В, 是 В, Bas s 8, 
的 线性 组 食 ,r+ 15<s<n, 所 以 r(Á,) =r， 于 是 2 的 第 p iias 
必 是 ар, аз, зе, а, 的 线性 组 合 ，r+ 1рет, WII ARR, о, 
ад, е, о, 是 4 的 行 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 ,所 以 4 的 秩 是 ~ 
例 5 因为 矩阵 


-2 -1 -1 3 1 
A-| 0 0 1 2 1 
2 1 2 -1 0 


Р АРА WAFR 
+139. 


HBF 


[2 1-1 11 8 |-1-11 

po o apjo rajo an 

上 aa 20l 
全 等 于 零 , 所 以 T(4)=2。 


由 定型 1.8 与 定理 1.9 显然 可 得 

推论 ”矩阵 4 的 秩 就 是 A 中 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 。 

我 们 也 可 用 推论 记述 的 结论 作为 矩阵 的 秩 的 定义 .不 过 ,这 样 
的 定义 可 能 不 易 了 了 解 窍 阵 的 铁 的 由 来 以 及 它 与 解 线性 方程 组 的 关 
Ж. 


у B 


L 判断 下 列 各 向 荐 组 是 否 线 往 无 关 
G) а=(1,0, -1), а,= (3,1, 2), а,= (—1, 1,0), 
Gi) а= (1, 2,3, 4), аз- (2,2,4, 1), а= (2, 4, 1,2), 


Gii) a= (0, +, 0,1,0, e Os арн се, а), 1,2, ot, n 

Gv) а=(1,1,,1,0,,0),3 

Е азаб 

O а= (0, 0, 1, а, 0,0), 121,2, n-1, 
an= (а, б, =, 0, 1); 


GD a= (h es 1. 150, 1 en Di isl 2 
3. 确定 数 O ay +, c, 使 下 列 向 量 组 线性 ; 
а= (1, о аб, ss al у E) 1=1, 8,5 
4. ЗШЕ ЗЫ аз аз, аз, с: Ят НП 
В= (0, 0, 0, 1), о, = (1,1, 0, 1), а, - (2, 1, 3, 1), 
аз= (1,1,0, 0), а= (0,1, -1 - 2), 
证 :al Gar a а, REWIR ER EDATEA 


кН. 


5. gaet, 23] 


а (25) УШ ар, аз›се›а, 
BATIH аз а o a, EQ: „ВЫ а, азе, а, ЗИ 

АШ, ШЕ] а, Јар аз сз, а, р D IRERE, 
T. НЕО YEJEL c, ег, е, ee nfi п ОРЕ аз ар, 
131, 


аг G се › 9, 线性 无 关 。 
. ËL аз аз, +, а 线 岂 无 关 的 充 要 条 件 是 , 任何 # 维 向 
КАКИЕ ау, аз, +, а» ЕНА. 

9. RATH gl аз, +, а, 线 注 表 出 ,求证 : ЖОЕ А 
Ph ar ax +, а, 线性 无 关 。 

10. Ваа» en 与 Bn pa, се, ЙАЛТ тҮ, HEE 
n ЭЕ C, 使 


п 


В. as 
A jaoj = 
8, а, 


(D тА. Ёз, 5 Ba 线性 无 关 , ЖЕ, а, аз, о» а, 也 线性 无 关 - 
H RZ 20 937 У ЗА ЕҢ БС. 
GD 如 时 8o Dx eo Ba 线性 无 闫 ， 证 明 每 一 a; 可 由 i, В +, Aa 
ЗИ IKin 
11. RAR п ИП, RE BATETARA 1-1 n MEAE D, 
É IDA 90, 此 处 1 是 # 阶 单位 阵 、 
12. R Кар 


(G) /-2 1 -1 -3 i) д 11-1 

| 1 -1 0 ) 2 1 3 1 

0 3 3 3, 3 6 3 0 

0 -1 -1 1 
18. 试 就 me а oo а, 的 各 神 不 同情 形 讨 论 下 列 rx n е, RP, 


1 шор! 


agt 
1 со! 
м. А; BORRE ЖОШ, 
(i pjata. 
15. RAS В MAIE RARI, ЖУ 
ac 
(4 PETERU 
зз AGR B) ELAR MORR SIRE 
+132. 


16. RAE mxn 
@ RE ЖИЕ lx п В, BA 


max(r(4), r(B))<r (4 


(Н) 在 4 中 任 取 s 1Т sxn BE В, ROE 
r(B)2zr(A)- (m-s); 
Gi ЖАПЕ ШЙ оте РУ], A (m-s) x (1—1) W O, 试 求 
rT(4) 与 r《(C) 所 满足 的 不 等 式 ,并 证 明之 。 
17. 设 4 与 8 都 是 mxs 阵 ,求证 ， 
r(A+B)<r(A) +т(В), 


JSD +0) 


(提示 : 因为 4+ B= (7, L.) (4), АНЕ 1.671607 (i) 即 可 得 


证 。) 
18. i845 BAJE m x n pEi nxi 阵 , 应 用 第 二 章 定理 了 ,2 证明 :r(4 
B)<min(r(4), г(В)), 
19. 设 秩 为 > Ёл й (ОЮ: аб, i 行 线性 无 关 ， 证 明 ， 
б he тү 
MG а) 
换言之 , 可 得 这 样 的 著名 结论 ,“ 牧 为 + 的 ( 
Жара", 
(提示 :由 -44 的 对 称 性 及 本 节 例 4 Bl ie ERTER 
20. 求证 : 秩 为 24 的 4 阶 反对 称 ( 实 ) 阵 至 少 有 一 个 24 ERFA. 
21. 设 4= (a, Gs 56, а) mx n B B. ` 
йәш, 


ЭР MEFR 


求证 : r(ap as +з, аһ) = (Жау, Baz, б, Ёла), 
22. їй A= (0, oxn B= (5) а H bua (—1)''2о,,,4,]=1,2,+-, 
m ЖИ. f(A4)=r(B)。 
23. RE: п 阶 阵 4 是 奇异 阵 的 充 要 条 件 是 ，4 至少 有 一 行 ( 列 ) 是 其 他 
各 行 ( 列 ) 的 线性 组 合 ,或 者 说 ,r(C <n, 
24. Ж АЖ n MARE, n>2, 求证， 
G) radjA) <1(5 г(4)<п-1р{,# r (adj 4) = 0); 
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G | (айд) È arh у= от 1 асв 
l f Jada 
<<, 
25. Aii п п;>2, 求证 ， 
ай}(г414) = | А|”-?А, 


$2 方程 组 的 解法 及 应 用 


一 、 方 程 组 相 容 性 判别 法 则 , 相 容 方程 组 的 解法 

定义 “如 果 妈 xz 方程 组 4x=b 有 解 ,出 称 它 是 相 容 的 ,或 称 
Ax=b 是 相 容 方程 组 ;如 果 Ах = b 无 解 , 则 称 它 不 相 容 ,或 称 Ax = 
o EPERRA, 

定理 2.1 (Kronecker) m xn 方程 组 Ax=b 相 容 的 充 要 条 件 
3,04) = rA), 其 中 X= (А, b), 

DEWI Banans се, ау, E ARIRE ац, вз, а, R 
极 大 线性 无 头 组 ,如 果 Ах = b И, WAME 2, b a аз, …， 

ИЕН, ЖИ — as а, ax， се, а, 的 线性 组 合 ， 故 由 命 
题 6,b 是 ws, а, et, a, МЕНА, НАН н, 故 
x(A)=r(4). 

AZIMIA) = (А), Ше Ж оу, an, =, оу, НЕВА В, 
ШОР 自然 也 是 ay, оз, гта, 的 线性 组 合 ， 所 以 由 命题 3, Ax =5 有 
解 。 证 毕 。 

定理 2.2 设 Ах 是 相 容 方 程 组 ,r(4) =r, Ш 

G) 当 +=n 时 ,AX=b 只 有 一 个 解 ， 

Gi) 当 r<n 时 ,4x=b 有 无 穷 多 个 解 . 

GEMI аа, +, о, 是 人 = (аз) 的 行 向 量 组 的 极 
大 线性 无 关 组 , H A%=5 是 相 容 方 程 组 , 故 由 定理 2.1, rCA)=r 
СА), рїї АЕН а, dar аа, 也 是 售 的 极 大 线性 无 关 组 ， 
Жа, = (а, В), k=l, 2, gra 于 是 4x =b g F H] WJ rx n 
方程 组 问 解 
+134. 
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ад + б + + Gp X = b, 
Фу дъга +++ + йд = bi, (1) 


ашу Одо Одо = bi, 


БА r 阶 子 式 


ЖА Jen Jern е, Ja 312. n 3k пн БЇ Л, o се» 
产后 余下 的 mr 个 数 , 则 (1) 可 化 为 


наз, = bi, aa 


Gos Xas T ТАРЫН 


Gnt Xi, + ах, 


ау зуха арх, „ы 一 
出 方程 组 (2) 并 应 用 Cramer 法 则 可 知 , 当 7=n Bf, С) — t, 
也 即 4x = Ai Arcani, F Xer …， Xn 可 以 取 任何 
数 , 故 方程 组 (23), 也 即 4x =b ARRENE. 证 毕 。 

定理 2,1 解决 了 方程 组 是 否 有 解 的 问题 ， 定理 2.2 则 提供 了 
方程 组 有 解 时 的 解法 以 及 解 的 性 质 ， 并 且 由 此 可 得 出 解 的 具体 形 
状 , 故 $1 提出 的 关于 方程 组 求解 的 五 个 问题 的 前 四 个 至 此 已 金 部 
解决 。 

由 定理 2.2 的 (这 ) 显 然 可 得 下 列 两 个 常用 结论 * 

推论 (Cramer 法 则 的 道 定理 ) WMR n NARH Ax =b ЖЕ 
一 解 , 则 4 必 是 非 异 阵 。 

定理 2.3 А 是 奇异 阵 的 充 要 条 件 为 4x = 0 有 非 零 解 。 


=, знание 
ТДА ИОН Т Ер E. 


的 应 用 。 
例 1 设 4 与 分 别 是 mx mxi, ЕА) = А, 
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В), МИ пх R С, Шш AC= ВО УЖА” АХ = B 有 解 )。 

GERI ЗОВНО ВАН. В = (81, 82, +, В), HPI) 
=1(А, В), K I(A)=1(A, Bi), ј=1,2, 56,1, 于 是 mxn 方 程 
组 ,Ax= By 必 有 解 :x=y J=1,2, 56,1, BJ 

AY =B, j=l, 2, 0th, 

记 C= (у, Уз, ts Р), РАН ЕКИ АС = E. 证 毕 。 

#32 设 a,8 都 羡 n 维 非 零 列 向 量 , 4 是 n 阶 非 异 阵 ， 则 
(B'A ajA -op У, 

【证 明 }】 因为 a 二 9, АЗУРЕ, 0 Ата 0, 又 因 

((B' Ata) A –-аВ')(А а) = (В'Аа)а-а(В'А-'а)=0, 
RUPEAA aA — аВ')х= 0 有 非 零 解 ， 故 由 定理 2.3, 
(#'A-la)A —a8' 是 奇异 阵 。 证 毕 。 

注意 ， 当 PATa 时 ， 由 行列 式 的 第 二 活 阶 定理 也 易 证 
(B'A ie)4-ep' 的 奇异 性 ( 当 BA-iwe=0, 则 -ap 显然 是 奇异 


BD. 
例 3 (LE6ry-Hadamard)@ 如 果 方 阵 A= (ал) 满足 
laul >а, i=1, 2, es ns (3) 
Ж] 


则 4 必 是 非 异 阵 ， 称 满足 条 件 (3) 的 方 阵 为 严格 对 角 d 优 阵 或 
Hadamard Е. 


DEMI 若 A 是 奇异 阵 , 则 由 定理 2.3 知 ，4x = 0 有 非 零 解 ， 
х Фә Ers е, EY, 此 处 1 Ea eo Ea 不 全 为 零 .于 是 
Bak =0,1=1,2, =, n, 
把 上 式 改写 成 ， 


at= =D ays, ial, 209 
8 
上 式 两 边 取 绝对 值 ,可 得 
Ф 也 有 人 称 例 3 的 结论 为 LEv7-Desplanque 定理 。 
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Гаа ао <È aal 1@1,1=1,2,--,п,‚ (4) 
2-1 ami 
a 1 
М, = шах{ 1], 161, =, МЫ}, 
并 在 (4) 中 特别 到 第 t 个 不 等 式 , 则 得 
ЕЕРЕЕ в) 


1 
ШЕ 


w 


2 
fa 
因为 与 , É>, =, Š, RANT D |8,| S0, 于 是 (5) 式 可 化 为 ; 
laal Slas, 
jai 
УСЗН, ВШ AVERAR, р, 
讽 4 设 4 是 n 阶 反对 称 ( 实 ) 阵 ,D 是 4 阶 实 对 角 阵 , HR 
对 角 元 全 大 于 零 , 求 证 ，14+D|>0， 
DEMI 先 证 14+D| 0. 如 果 |A+D| = 0, 则 由 定理 2.3， 
存在 上 维 实 的 列 向 量 Es0， 使 (A+D)E= 0， 由 于 4 是 反对 称 阵 ， 
г 


ж 


ECA +D)E= #DE = 0, 
IBES (81, 8,55, 5,)7, D= [dis ds, +, dals WERIN 
SD8 = 名 dl- 0 
HEE, d >O, t1, 2, n, TW 39, 1<isn, ШЙ Ё = 
= 6,0, BL 8=0, 此 为 矛盾 。 所 以 14+D| 二 0。 

BE |A+D|>0, 作 实 闭 区 间 [0, 1] 上 的 连续 实 什 画 数 ;f(*x) 
=|xA+D|, 由 于 对 任意 实数 x, x 和 4 仍 是 反对 称 阵 , 款 对 任何 xE 
[0,1], EH х) = [кА +р|%0, 由 于 

` 10бу= |D] =44-4,>0, 
ЖЕЛП) = 14+DI<0， 则 由 连续 函数 的 性质 ， 必 存在 E，0<E 
<1, 使 KE)= 164+D| =0, KAFE ЖП) = | A+D| 必 大 于 
=. 证 毕 。 


=. AMBERR mxn 方程 组 
.137 ， 


本 段 介绍 的 方法 既 可 以 判断 m x В Ax = 5 是否 有 解 , 且 
在 Ах =b 相 窜 时 ， 又 可 将 它 的 全 部 解 找 出 ， REEE 2.2 提供 的 
解法 更 实用 。 先 证 : 

3E 设 A 是 秩 为 + 的 mxn 阵 ， 则 必 存 在 扣 阶 非 异 阵 了 ,rn 


МЭРТЕ Т, 使 1 в 
Pear- 人 о} (6) 
【证 明 】 把 定理 1.7 改写 成 
эч чү ДЕЕ) e 
其 中 Pi.Q Ят, 阶 非 异 阵 。 
ШТА Р, МОША 1.6 的 推论 及 (7) 式 知 ， 
(© ©) 
о 0 
的 秩 为 r, 设 它 的 Л, b, e, Je 个 列 线性 无 关 ， 于 是 存在 ? 阶 排 
列 阵 Рума =T, 使 


(©. QA (А, А; 
par- 人 т (а 中 (8) 
其 中 A d r BAEHR i P = Аг, 1,.,1P1, АПА, = В, 于 是 由 
(8) 式 即 得 
РАт=[“#* 0 pur- 人 fr 5 
re #® 
由 上 述 引 理 , 可 把 m xn 方程 组 Ax =b 化 成 同 解 方程 组 
(РАТ) (Т/х) = Pb (9) 
〈 因 了 是 正 交 阵 ), 记 
resze, воста), (10) 
022 ©; 


由 (8) 式 与 (10) 式 , (9) 式 可 化 为 同 解 方程 组 
LAA 
人 “шс 


- 138, 


[А 


Zi+ BZa\ fC 
o (с, , 


由 此 可 知 , Ах = Б ДОТИ АЕ С; = 0, 4 C, = 0 时 ,方程 组 
Ах = 日 的 解 可 由 解 
Z1=C1~ BZ; (11) 
x=TZ (12) 
而 得 出 , 此 处 的 Z, 可 以 取 任意 的 nr ЈН, У ге Ву, W 
Ax=b fk g rcn 时 Ax=b 有 无 穷 多 个 解 。 
解 一 个 具体 的 mxn 方程 组 时 ， 根 本 不 必 求 出 P 与 的 具体 
形状 ,只 要 用 消去 法 (初等 变换 ) 把 4 的 增 广 矩阵 么 =(4，D) 化 


№: 
І, BIC, 
( ole 
则 当 Со = 0 时 ,就 可 山 (11)、《12) 式 找 出 4x =b HARR, 不 过 要 
注意 , 虽然 对 (4, b) 的 行 可 以 作 任 何 一 种 初等 变换 ,但 对 (和 4, 5) 的 
询 , 仅 能 作 委 的 列 的 对 调 。( 当 C2 二 0 时 ,Ax = 已 无 解 .》 
例 5 解 3x4 方 程 组 
—4хү+2х›-2ху+ X=2 
| 2x1~ Xa+ X; +3 = 一 8 
@х,—3х,+3х; + 2x4 = -9 
URI 作 初 等 变换 
(1) Е 2-21 A 
-B| 2-1 13!-8 


6-3 32-9) 


-4 2-21! 2 
>| 2-1 18|-8], 
о о Е 


由 此 可 知 , 原 方程 组 必 无 解 。 
例 6 解 3x4 方 程 组 


>> 
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[7% 2 -2 
2 -1 1 
6 -3 3 


{ 解 ] 作 增 广 窍 阵 的 初等 变换 ; 


у /-4 2-21 
F 2-1 13 
LV 6-3 32 


0 0 0 


1 2-2-4 
->|0 -7 7 


0 0 0 


12 -2 -4[2 10 0 0[-2 
—>(-2)|0 1 -1 2)2!—]01—-1 -2| 2j, 
оо 0 010 00 о ojo 


故 原 方程 组 有 解 , 二 可 化 为 ， 


4, ү 
2 2-%1| 2 
“(ча 2-1 ,| 路 
-10 0 0 


(-3)0 2 -2 -4 
>Lf3 -1 1 


2 
0 


Г 
0 

2 
14 j- 中 
0 0 


а= =2, 


Z= 2 +Zy+2Zi, 


而 为 与 3 可 以 取 任意 数 , 出 于 


Ы 
Xa 22 
= Pi = 
Xa 
ч 4 


《此 处 T= Panai = Ри), 


所 以 原 方程 组 的 解 是 :xi = Za, Xa = Za, Xa = Zs, X4 = ш, В 


х= -2,х;=2+хХу+42х|, 


而 xi, xs 可 以 取 任 意 数 ， 
‚2140. 


ч ой 
1， 判 断 下列 各 方程 组 是 否 有 解 ,车 有 解 , 求 出 其 解 。 


G) pze ze тзт1 Gif m+ s-r 
201-32. drs=3 үка Bman] 
ау бху +5: ! mtt z =): 
3m 22+ 324-4, i 2 

iii (250+ m- r,+ ша (iv) pm tz =0 
Зх 2r + 223-3. Tit Ta = 
5лу+ mi- zyt2rą= -1 
2r rst zy- 3ze= Ar Zat za 0. 

2， 找 出 线性 方程 组 
和 


ARRERA, 站 在 粗 容 的 情形 下 , 求 出 它 的 全 部 解 . 
3， 设 4 是 m 阶 隆 ,5 E п БЕЗЕ, BL 
в 
(g 0) "09. 
求证 ，4z “= 必 有 解 ， 反 之 是 否 正确 ?车 不 正确 , 试 举 出 反例， 

4. G) SE n И, T, n pR Ri Ua- S) Unt 
S) -1 是 正 交 阵 。 

GD Аа (ШОХ, 求证 fs- -14 与 和 +W=i4 都 是 
PRR, E (м1) Unt V714) RER, 

5 (1) WR n 阶 正 交 阵 4 使 4+ L, RIEA RE BHE n 阶 反 对 称 
E S, А=(1„-5)(1„+ 5), 

Gi) (广义 Cayley 分 解 ) 求 证 , EAn ПЕВАЛИ, A= D 
(PS)(TPn+S) 5 其 中 人 是 反对 称 阵 ， D 是 对 角 阵 , 它 的 主 对 角 元 是 1 或 
-1, 

т, 应 用 $1 AJER AURAA (I) 

6. RWBER, CERAR, E BC = CB, 求证 :日 + С 是 非 
RE. Ж1В!>0, 则 [8*+ CI>0. 

T. 设 4= (gis) wn 是 实 方 阵 , Н. 


ш> lash i=l, 2, т 
kks] 


мї. 


айл, ыо, ПЕРТУ 


ап хб "Лб 


2) = 


Leyy-Hadamard Ж ҢА он ) 
8. 1) WAR n MRE, LOTEEN N, EINI +A > 
Gi) LAM n КОЛ, EREE п EK а AHAD, Ж 
їйї А10, 
(Hi) АЖ n ЭУ, АНЕ п ЕЗАРА z Н Ж: z'Az2>0, 
RIE: |A|>0. 
Сал. Ш Lévy-Hadamard 定理 或 直接 用 第 7 题 即 得 (i)。 又 用 反 证 法 即 
aii. iii) (Е [0, оо) 上 的 连续 实 信子 数 ，f(1) =lat Al RTF 
仿 们 4 的 证 法 ,》 
9. 设 4 是 m 阶 非 异 实 方 阵 ,S 是 # 阶 反对 称 阵 , 求 证 ， | A4' 土 S1>0。 
10, 用 本 节 第 三 段 的 引 理 证 明定 理 2.1。 
(提示 ， 由 引 理 ,存在 了 与 7, 使 


PIT- 人 2), 


故 
ATr В| 19), 


кари, D 1) ат, РӘ ro ole 


于 是 Az =b С, = Oer (A, b) =г=г(А),) 


53 线性 代数 方程 组 的 解 的 结构 


定义 称 mxn 方程 组 4x= bs0) 为 非 齐 次 (线性 ) H а 
组 ,而 称 Ax = 0 为 齐 次 (线性 ) 方 程 组 . 

对 茶 一 个 mxn 阵 А, 称 Ах =0 J Ах = b 的 导出 方程 组 。 

本 节 模 假定 Ax =b 有 解 。 

所 谓 方程 组 的 解 的 结构 ， 首 先 要 讨论 Ах =b 的 解 与 它 的 导出 
方程 组 的 解 的 关系 ,对 有 了 唯一 解 的 到 xza 方程 组 Ax=b, 这 个 问题 


142. 


药 意 义 不 大 , Keh AR п, АТ 4x=0 只 有 零 解 , 故 仅 当 
r<n 时 ,讨论 这 一 问题 才 有 意义 。 其 次 , 当 r<n 时, 我 们 希望 A% 
=b, 特别 是 4x = 0 的 无 穷 多 个 解 能 够 用 它 的 有 限 个 解 的 某 个 一 
般 表达 式 表 示 出 来 ， 找 出 这 种 表达 式 就 是 解 的 结构 要 讨论 的 第 二 
个 问题 。 

现在 先 讨 论 第 二 个 问题 ,有 下 面 的 ， 

定理 3.1 设 mxn JEA Ах = 0 [0 RRE AB938529 r, r 
<n, 则 4x=0 必 有 nm- 个 线性 无 关 的 解 《 向 量 ) А,В Ва 
使 Ax=0 的 任 一 解 部 是 B1, Bos >, В,., 的 线性 组 合 , 范 且 , 当 ki, 
Ка, +, Knor 遍 取 任何 数 时 ， 则 Kiba + kaba t i Tk. B... 就 是 Ах 
=0 HERE. 

【证 明 】 А = (ay)wxn 的 第 忆 i, 行 构成 极 大 线性 无 


关 组 , 且 
ОЕ 
Аоте, 
MUE m ЙДЕ Р, п НАЕТ = Р, „м, 能 
РАТ = (а 2) (1) 
р, 
(ara G, y, 


1. е1, 
А.-А 2 小 в-|.. ， 

п, 
алт, 


于 是 hx = 0 可 化 为 间 艇 方程 组 :(PAT)CT'x) = 0, р 


х, 
: x, Xa \ 
А, Ву x, Xn Xira 
=A, +B 7 |=0 2 
( o) x. : } ш 
ж Xir Xin 


或 者 ， 
48. 


ак йу t Фу, ЕЛЕ ta, A| = 0 


аһу анх + TG + айд + + AisaXs, 


аы Ж, у TG + йу, 十， E Girsn sn = 


由 于 А, ЕУР, 故 由 (27 即 得 


[ж 
хь =(- А418) Fira ， 
x х 
于 是 
J хп 
ху B Xr+ 
х= * ат" =) x | (зу 
i Xirs hr : 
x, H x 
Хз 
这 说 明 , Ах = 0 的 解 x 应 是 (3) 的 形状 ,又 由 于 (1) 式 , 故 
Ха ы 
“СК” | aoa (4 С" | т 
1, } 0 0 dyar i 
Xia ху, 
Xs 
=p- '0 \ Хы | - 
= РС! (o А 0, 
Хз, 
所 以 对 任何 数 %rrrl， Xsrazs бе, хул, (S) ОАТ n АА 
Ах= 0 的 解 。 
-АРВ -Ar 
sef 1 кею, ( 1 онаа, 


则 01, 0:，… ,0。-r 线性 无 关 ( 由 定理 1.1), 记 
有 TO }=1,2,+е,п-т, 
BH Bi, ‚+, В. BRIER, KAORE WRI irsi неде 


44+ 


к, хы) ВИДЕ ЕИ ЙИ. KOR (хш, Rias T Xn 一 
el ёз, s е, 则 可 知 В, 82, =, В... 全 是 Ах= 0 的 解 . 
Xa3kam(a p Apy Arer, s G.) =Т(ад, +, Ons Brens 


y G, 是 Ax=0 的 任 一 解 , 则 出 (3) 可 得 


KIN а), 
-A'B \, а 
«=т( 全 p Hrn 


In i Aja 
Eas, pbi t а, „В+ + аз, 
Ва 3 Bis Bs，…, В... 的 线性 组 合 。 
另 一 方面 ， 由 于 AB, =0,1=F=1,2,. nr, 故 对 任何 数 kis 
К, ets ka, 显然 成 立 : 


А(кв,) = CAB) = 09, 
ЯШ Kys o, =, kaor ВГА, Зуд, 就 是 Ax=0 的 全 


部 解 。 н. 

出 定理 3.1, 我 们 引进 

定义 ” 齐 次 线性 方程 组 4x = 0 RHA Bu, Bx, +, В 称 为 
Ах = 0 的 一 个 基础 解 系 , 如 果 

G) В, В, =, Bs 线性 无 关 ? 

Gi) 4x=0 的 尾 一 解 都 可 表 为 5 fa,…，, Bo 的 线性 组 合 。 

由 定理 3.1 可 知 ，4x = 0 的 基础 解 系 必 定 存在 ， 由 于 4x =0 
的 极 大 独立 (无 关 ) 方 程 组 可 能 不 止 一 组 ， 所 以 4x = 0 的 基础 解 系 
可 能 不 下 一 个 , 但 由 定理 1.2 的 推论 3 可 知 ,4x = 0 的 任何 两 个 基 
础 解 系 所 含 的 向 量 个 数 必 为 同一 个 P。 当 A 的 秩 为 + 时， 由 定理 
1.3 RAL pnr, 

例 1 由 于 方程 组 


O 29 9, атава, RRES ERRAR 13, 


2 
| Зх + 2x; + xs — 4x = 0 
4ху+ х;+ху+ = 0 
的 系数 宇 阵 的 秩 为 2, А 
2 1 
Н 
故 可 取 它 的 一 个 局 解 方程 组 : 
2х, + Xa+ x (— АХ = 0 
| Xa txa +4x+ x (= 0 


上 方程 组 的 解 为 
х 2 103/3 - AN 1 5 
x || ua M у | -lx 
x | Wa 1 op xe f? 
h 
X4 0 1 
故 原 方程 组 的 解 为 
х Ë 1 0 
х; х 1 5]/ x 
”|= Panut |= E), 
xs Xi -5 -6h xa 
х ЕЯ 0 1 


其 中 xi % 可 取 任 意 数 , 易 知 原 方程 组 的 基础 解 系 是 ， 
(1,1, -5,0), (0, 5, —6,1)/, 

例 2 求证 ， 对 秩 为 r<F 的 mxn 阵 4, 必 存 在 秩 为 n~? 的 
пх(п-т) С, Hi AC= 0, 

[证 明 】 AL brs, Bar 是 4x= 0 的 一 个 基础 解 系 , 则 由 
A(8., Bes ~, 8...) = 0 可知 ,C=(B1, 82, +, Baot) ОЌ, 

证 毕 。 

定理 3.2 тха A =b 有 无 穷 多 个 解 ，om 是 其 中 
的 某 一 个 ( 解 ), 又 设 Bas Ва, …， -大 导出 方程 组 Ах= 0 的 基础 
解 系 (由 此 显然 可 知人 的 秩 为 7)， 则 当 ki, korkar 遍 取 任何 数 
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I, It n 
ау +8, +8. + Tk. Вас Oo) 
就 是 Ax=b 的 全 部 解 . 

DH] “kak Ax=b 的 任 一 解 , 则 Аа=0, ХХ, Aw. 
=b, ЖА(а-ар) =0, а-а 是 Ax=0 的 解 ， 故 由 定型 
3.1, а-ау= lb tlt tl T asa thh ++ 
+1, ,8,-,, ЗАЯВ Ах = b 的 任 一 组 都 吕 写成 (4) 的 形状 。 

12, IE kis Ко, се, kay， 由 于 

А(ао+ k iB) + ko + Tk. rp》 


=Aw+ SIk/(AB,)=b+0=b, 


故 综合 以 上 两 点 可 知 , (全 就 是 Ax = 5 的 全 部 解 。 证 毕 。 

对 任何 ( 参 ) 变 数 ki, kas s Kor, WER Ax =b 的 解 的 一 般 表 
达 式 (4) 为 Ах =b 的 通 解 或 一 般 解 。 

如 果 称 Ax=b 的 某 一 个 解 为 Ax=b 的 畦 解 , 则 定理 3.2 可 改 
Жз 

定理 3.2 若 Ax=b 有 无 穷 多 个 解 , 则 Ax=b 的 通 解 等 于 
Ax=b 的 特 解 加 上 Ах = 0 的 通 解 

我 们 常 称 定理 3,2 为 解 的 第 一 结构 定理 , 而 称 定理 3, 1 为 解 
的 第 二 个 结构 定理 ， 

最 后 举 一 硝 为 复杂 之 例 以 结束 本 节 

ИЗ 设 o 与 8 都 是 n 维 实 的 列 向 量 ,县 满足 a8=1, 试 具体 
找 出 严 阶 实 方 阵 4 与 B, 它们 的 第 一 列 分 别 是 0 与 8, 使 得 А'В= 
1, 


ne 


IRI а= (а, о, s a), B= (bi, Dos bo) MB 
=1 908, 


bia; + baga + = +b,a, = 1, (5) 
” ‚18 bass 0, ЖА АЕ, 可 设 Ра, 

0, ®1#0, PWF 1хп 线性 方程 组 

bixi + Вахо + + +b,x, = 0 (6) 


сп 


м1, 


的 基础 解 系 是 如 下 的 ax (n — 188 
-bribe ~bi!ba.. -br'o 
1 
1. =G ma) 0) 


1 
的 有 一 1 个 列 向 是 tr, аз, a. fE n ЙИ: 
А = (од, oa +, n), Й arma, 
由 行列 式 的 第 一 降 阶 定理 易 知 ， 
аз \ 
LA| = [л Yas + гора, Бура, wwe, ЫБ) © 
а, 
= а + Ру (bza, + заз + + b,a) = Буа 0 
(用 了 (5) 式 )， 故 4 是 非 答 阵 。 且 由 (6) 与 (7) 式 可 知 , Ва, = 0, Bi 
а8=0,1=2,3,--,п, 于 是 : 


РА agi [1 
А'В=] ® |в aB |. 0 |е (8) 
a| лав) \o 


Еп, 

В= (8, (A’) tez, (А) 71е, +, (А/)-1е,), 
则 山 (8) 式 知 , А/В = (А/В, ез, ез, "е, е.) =1, RERAN B BJ Y 
所 求 之 阵 。 


3 8 

1. R FIFRE RHB YERISUE, 
G) p m+ ms ar =-0 
TI т+2ша- т =0 


бху — 22 +блу+ 3x- Arg = 0 
2z1+4r2 ~ 2x3+ Az- Tas 0, 
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Gi) p r= mat r- r=0 
2zí-2za + 2ra — z ss Ü 
Bry- 3r + rg- z = Ü 
ту тї-2шду+д{= 0. 
2. 设 4 是 Ву mx n WE, н, 求证 Ldz=0 的 任意 #-r 个 线性 无 
ЭЖЕНЕ AR Ax = 0 КЕИ. 
3， 求 还 ， 年 何 个 线性 无 关 的 二 经 列 向 展 (<n) ДЕИ тха 
方程 组 Ax =0 的 基础 解 系 , В r (A) =n = r. 
4. iôi дь, е, 5 是 4z=0 的 线性 无 关 解 向 量 , ЖШ. АШЛАР 
АКЦИЯ f. 
5. Ж D= [Alo Hae) Аер, Ж. (AI.- D)z=0 的 基础 解 系 所 含 
的 向 垦 个 数 为 +。 
6. ЖА 是 秩 为 r 的 rxn 阵 4 的 前 p 行 所 成 的 pxXn 阵 ， p<r, 求证 
在 4iz=0 前 所 有 解 中 ,至少 存在 一 个 解 9, 使 得 46 所 0. 
Т. Au 是 奇异 阵 A= (а, д», BEDER au 的 代数 余子 式 ， 且 4,y 
拟人 求证 ,4z=0 的 任 一 解 必 可 表 为 :(R4rr А), 此 处 天 是 任 一 数 。 


фа ЖЕЛАНИЕ КУШ 


—. HAARET ARE 
定义 ” 秩 为 + 的 nxr 阵 称 为 列 满 匆 阵 ， TA r BU rn Ж 
为 行 满 秩 阵 。 
WERGEA POREZI RRE, XERE. 
定理 4.1 设 ? 个 n 维 列 向 量 B1, Bas =, В, 线性 无 关 ， 则 必 
可 找到 n 一 r 个 线性 无 关 的 列 向 量 Br +, B. ЕВ, es Be 
В, =, В. 线性 无 关 ， 换 名 话说 ,对 任 一 nxr Е В = (B1， 
В, ts Br) 必 可 找到 nx(n 一 r) 列 满 秩 隆 C=(B,,1，…, B,), 使 
A= (B, С) n ЙЕ, 
ta 


[证明 ) авва, Я 


артат, ЖЕ 


排列 阵 了 = p'u, in o E 


ШЕЕ 


TB= ( BG To, 
B, 


AF 


c-{ B gur) 0 ) 
B; a-r, 


是 非 异 阵 ,T EEX, МИЕ n x(n- rE 


( | ) 
С=тТ/ , 
Te 
易 知 C 是 列 满 列 陈 , 且 
А+@,су=т{тэ,[„° }}+гө 


EERE. 证 毕 。 
定理 4.1 的 证 明 是 构造 竹 的 ， 由 也 可 以 具体 找 出 C， 且 从 证 
了 明 过 程 中 可 以 看 出 ,这 种 C 不 是 唯一 的 。 
定理 4.2 ”对 mx Е B, VEE nxm IRRE A, 
#LABs L, W A= (ВВ) 187 便 是 其 中 之 一 。 


DERI а: | м | v0, Дыр т ИЕР 


TB (a) 
ЕЙ 
шр B, Ж n ИЧЕ, MGE А, = Вг, И 
(A1, OTB= (А, о) аел 
В, 


їй А= (4:，0)7， 则 4 显然 是 zxm ВЕ, А ШУК. 


ТЕР а :使 


й. 证 毕 。 
ХИ: R, BABER 4.2 相 平 行 的 结论 ， 即 存在 列 满 
BE C, 8 RC =I, 
由 定理 4.2 及 上 述说 明显 然 可 得 
推论 


150. 


G) 设 4 是 mxn 列 满 秩 阵 , 也 与 C 都 是 六 xi 降 ， 如 果 AB= 
АС, Й B= C、 换 言 之 , 任 一 列 满 秩 阵 可 以 从 和 矩阵 等 式 的 左 侧 灌 
3 

《ii)》 行 满 秩 阵 可 以 从 矩阵 等 式 的 右 侧 消去 。 

出 于 列 满 秩 阵 与 行 满 秩 降 是 比 满 秩 阵 〔 非 异 阵 ) 更 广泛 的 概 
念 ,所 以 可 用 它们 处 理 某 些 长 方 答 阵 的 问题 ,在 本 节 中 将 逐步 奢 到 
这 一 点 , 今 先 举例 说 明之 。 

HI 设 4 是 秩 为 r А н ВТР, ДЕ n АЕ Р, 使 


рчар={ р), (1) 
0 


Hh B rxn IMRE. 
【正明 〗 由 定理 1.7, FE n Brab5bBE R 5 Q, 使 
т, 0 
вло+{, 路 
n 


B 
c 
I, О\/В\ ув 
P~IAP = =}, 
б Дел) 
易 知 了 是 r Xn ТЕ. 证 毕 。 
#12 WAKE ДЕМЕСИ 42= 4)， 则 必 在 在 非 异 降 
P, #: 
a 1 бу, 
Р ағ (5 路 (2) 


DEWI 由 例 1 FERRE R, 使 


r 
aans (5 P 四 


0 9 
由 假设 ,4:= 4， 故 得 


ao ) 则 上 式 化 为 
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В, В 
( 1 н) = RIAR = (атаву 
0 0 


В, B, /В БВ; 
0 of до 0) 


(В,, B2) = (В1, В,В,) = ВІ(В;, B2), 


于 是 


也 即 

(В,-1,)(В1, B,)=0=0(B., Вз), 
HFC, ВОТ КРЕ, ГА ЕА Й Ж, FEBS, 
代入 (3) 式 即 得 


1 В, 
Ra 人 "J (4) 
招 等 式 (4 右边 的 矩阵 作 分 哄 降 的 初等 变换 及 其 相应 的 道 变换 ， 冯 
ты(В,) 如 та -в)= (е 小 
о 0 o 0 
їй P =RTa( Ba), НОЧ ЕЗШ О), юв, 


由 (2) 式 可 推进 知 等 阵 的 一 些 性 质 , 例如 + 
G) |1,-2A| =(—1)'CBBE r НЕНЕН У 合 I- 24 
的 行列 式 的 正 负 号 )。 
Gi) r(A) +r,- A) =n, (5) 
аш) ЕЗЕН АТАА KAR RER RA, 
(1) 与 (二 ) 容 易 证 得 。 今 证 ( 诈 ), 因 (2) 式 可 写成 ， 


L 0 1, 0 
УКЕ 


жев=р{/ Po Se= EVP, BRENER, 


且 由 于 了 可 具体 找 出 , 故 5 35 S, 都 可 具体 构造 出 来 。 


二 、 蝶 阵 的 秩 的 降 阶 定理 
,152 ， 


B 
жаски-итав) 设 人 中 二 只 阵 , (о pemza 
ж.ш 


c 
【证 明 】 内 为 


та-са-у{^ В\- А B 
а с pJ W D-CA`B/' 


її А ЖАЕ Н, Ж 


А B {А B 
{все д) 


A B 
20 р-сАтв 


[А В _ 
ч p =G rr -oa 1B), (6) 


=r(A)+r(D-CA-1B), 证 毕 。 
显然 可 把 (6) 式 改 窟 成 
А В 
кр-сдчв)- 4 p], (7) 
称 (7) 式 为 秩 的 升 阶 公式 。 
推论 RAHBA m xn M nxt RE, IÓ 
т(АВ)>(А)у+т(В)-п, (8) 


[证明 】 由 秩 的 升 阶 公式 ， 
АВ) оза HELA 


0 
把 定理 1.6 与 (8) 式 合并 , 即 得 矩阵 乘积 的 秩 的 上 、 下界 估计 
式 ， 


= f, po -rD >(A)+r(B)-n, H. 


min(r(A), т(В))>т(АВ):>®т(А)+т(В)- А Hyi, (9) 
常 称 (9) 式 为 Sylvester 不 等 式 , 它 在 矩阵 的 秩 的 理论 中 是 个 常用 
的 结果 . 
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HE IAS B3 D тх Ë nxi, B AB=0, WJ 
r(A)=n-r(B), 

【证 明 】 由 (8) 式 及 假设 :4AB=0 即 得 ，0=TCAB)>>r(A)+T 
(B)-n, k r(A)<n- r(B), ЕЁ}, 

例 4 设 4 是 4 阶 阵 ,B 与 C 分 别 是 mmxl 阵 与 nxi 阵 , 则 


дунк (а с eminim +0), геа), (10) 
【证 明 】 № Sylves'er 不 等 式 ， 

ы OY {А p): Im үл в 

"ч J Ç „1 (o ol 1 


= 2). (11) 


н) 2 


0 
但 是 
Im 0 
{y сно, li 站 = 
故 得 
А В 

‘(6 PAKO, (12) 

联合 (11) 式 与 (12) 式 即 得 (10) 式 。 Ей, 


H Sylvester 不 等 式 可 得 一 个 有 用 的 推论 , 它 是 定理 1.6 的 扒 
论 。 
推论 设 4 是 mxn 阵 ,P 是 1xm ЭНЕКЕ, О 是 nxs 行 满 
ЖЕ, M) 
1(РА) = ҚАО) =1(РАО) =:1(А), (13) 
【证 明 】 IH Sylves'er KER, 
r(A)>r(PA)>r(P)+r(A)-m=1r(4), 
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йг(РАу=т(А), ВОЛЕ, САО = (A), ВА, 
(РАО)=т(АО)=т(А), 证 毕 。 
与 定理 4.3 的 证 明 相 仿 , 可 得 下 面 的 
А В 
定理 4.4 aló p PAm xn PE D ASTE 


{4 В руж (A= вро) (14) 
ср; 
тйлй НВ EMAI 
(2 D PENTE, н азар, MEOR чм) 
显然 可 得 
定理 4.5 (HORRE VANDIEN з ЗБ 
隆 (未 必 同 阶 )B УСА r x s KE sx Pe M 
r(D-CA4- 雪 )=r(D)-rCh)+MA-BC-IC)。 (18) 
例 5 由 第 二 降 阶 定理 可 知 ,对 кх SURE ATU 
1(1,- АА?) =8-н+1(1,- ATA) 
шв 
1, - АА) nr,- АА) +s, 
用 两 个 降 阶 定理 求 数字 算式 的 铁 也 是 方便 的 ,就 不 再 举人 了 。 


三 、 矩 阵 的 满 秩 分 解 

定理 4.6 BARRA r H mxn pE M 

G) A=HL, (16) 
ЖННД mxr 列 满 秩 阵 , 工 ЖЕ xn AARE, KOORA АШИ 
秩 分 解 。 

GH) 如 果 A= HL= H,L, 是 A 的 任意 两 个 不 同 的 满 秩 分 88, 
则 必 存 在 r ВРИЕ Р, 使 

H=H,P, L= PILI (17) 

DHE НЯН 1.7， 存 在 挛 阶 非 工 阵 P 与 nm 阶 非 异 阵 9， 

使 
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оү 
A= paf е" (18) 
把 Р! уот Ита, 
r п-т ғ L 
P-I=(H, Н), 01= (2) 
n-r\L 
КАВ) и 1 
дот, of, 六 可 
1, 


出 于 P-! 与 Q ВРУЧЕНА, МОРТ 的 前 > 列 与 @” Ий r TTR 
然 都 分 别 线性 无 关 , 所 以 r (H)= r(L)=r. ЕВ Т), 
再 证 (六 )。 对 rxn 行 满 秩 阵 工 ， 存 在 nxr 列 满 秩 阵 入， 使 


LN =Jr， 故 得 
H=HI,= H(LN)= (HL)N = НІА). (19) 
记 IIN=P, 则 (19) 式 化 为 


H=H,P, (20) 
ШЕН k mr INRE, MEEA REM, MH =I, 
(出 定理 4.2), 3-Е СО) адс M, 得 到 
1,=(MH)P, 
LAWI P EC ЙОЗЕ, Н. P 1 = MH, 于 是 
L=(MB)L= (МН = Р”, жыр, 
sim ВАА ВЧ mxn BÍ Ó p) 5835 юж 
ЖИЕН, р -САЗВ=0, 
AURR- EN ШЛУ 2 DUE H, 


AB 
当 mx" B (2 p FESE AR RIFIN r i, Wi HB RTI 


EE у 


的 ктш, 
А В 1 
(¿ 2) (ока) B)= HL e 
AB _ _ 
(4 pi le an aB =ar, (22) 


Bh B= (2 )= DO НА, Ti L= (1, AB) = AA, B) 
= Ал, 

DE 下 列 ПАВЕ Ено 2 ИШЕ ЖЕР-ЖЕР: 2, Ж 
山 (22) 与 (21) 式 , 它 有 流 铁 分 解 ， 


р ез) 


10-1 0 1 10-1 
Ë: J. 104-1 Ë 1 "2 
01 4 лу, ) 


Л пес Es, 按照 定 理 4.6 证 明 中 提供 的 构造 性 方法， 

ПЕТА ААРАК Н mxn 降 的 和 以 及 相应 的 P-! 55 0-1 (ж ж 

第 一 章 85)， 便 可 技 出 它 的 江 秋 分 镍 ,这 里 就 不 再 举 具体 之 例 了 。 
BT EN LIDE A= (аш), DIREA (Da JA, 
这 是 因为 , 当 K4) = 工时 ,出 定理 和.6， 
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ar\ 

А=| @ je Be, e b), 

а, 

此 处 (ol аз, те, а„)/ СЫ, bas се, bs) ЖЕЕ, Наи 


ab, i=l, 2,0, n 于 是 
а EA 


Аза % |, bar е, Da) | 2 Kos, bas z Da) 
а, а 
а 
(Дан) © | Cois bes =, d= (Frau JA. 
a, 


推论 ШАйтхп ЖШ. 
КАА’) = т(А'А) =г(А), 
СЕВ ЗСА) =, 由 定理 4.6, A= HL, Дорн! L ЯД 
Ж т хт ЖУЙ РЕН rX n 111. БЕ БЕ Fë 用 Sylvester 不等式 
的 推论 ((13 式 ), 得 到 
(АА) = (1 ННІ) =т(Н'Н), (24) 
Н) НВ р ИКАР, НОН Cauchy- 
Binet Д R, }|Н'Н| >0, XM (Н'Ну=т=ц(А), MARA) 
AME (А'Ау=т(А), BRIE CAA) = r( A). 证 毕 。 
短 隆 的 满 秩 分 艇 有 较 多 的 应 用 ， 将 在 本 章 选 艇 鹏 中 看 到 这 一 
点 。 最 后 举 一 个 综合 运用 铁 的 理论 之 例 。 
88 RE: n ЖАД ЕРЕН ЖЛЕ ЕВ 
т(Ау+ї(1„-А)=п, 
CEW 必要 性 已 见 之 于 例 2 的 (这 )( 即 (5) 式 )。 今 证 充分 
性 , А) =, A= HL 是 满 秩 分 解 ， 其 中 互 与 工分 别 是 axr 列 
满 牧 竹 与 7 хп 行 满 秩 阵 ,于 是 由 秩 的 第 二 降 阶 定理 ， 
KI- A)=r(1,-HL)=n-r+r(I, -LH), 


《23) 
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ш Ез АЕН ТЇ А, 
1(1,-19)=1(1,-А)+0А)-н=0, 
ЖЕКЕН =1,, 所 以 
А2 = НІНІ = НІ1= НІ = A, 证 毕 。 
车 把 上 面 的 证 明 合 推 同 去 ， 则 显然 又 可 证 得 必要 竹 。 由 此 例 
还 看 出 , 芳 不 运用 秩 的 第 二 降 阶 定理 以 及 罕 阵 的 满 铁 分 解 , 充分 性 
РЕВА УД, 


习 
1. ШАШПАГАН ОЛ? = Г), H Int ARE т, 求证 ， 
(G) ТАЕН P, 06 
L 0 
PP 人 (1 _ › 
GD АТРО А, nt r 有 相同 的 奇偶 性 + 
Gii) г.) + (+) =н 
(Gv) 当 才 让 实 对 合 隆 时 , 划 44 必 可 分 解 为 两 个 ( 实 ) 对 称 阵 的 乘积 。 
2. E n АВА (о) ++) =п, RA 必 是 对 
ек. 
3. Bn ЖАШЫ r HA =A 求证 ， 必 存在 非 噶 阵 Р, 使 


L 0 0 
РЗАР={0 -Ie o) 
0 0 о 


=н е0 
4. D BARRY н BE. НАИ, Ба, 求证 ， 必 存在 非 异 


ЕР. 使 
Paap- (z о), 
GH) лз пз 
1 11 
„| 1-51 
WE 


RU BAE n BERRE 14 使 PAP = В, 
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н Иш, A = ЁТ, Ва0, RIE ТЕ п ПОВАР P. ë P-1 
EF, 东 求 出 这 个 对 角 阵 的 具体 形状 


6. AK n ЕТЕ, Пр И®= 0, 求证 : 必 存 在 非 异 阵 P, 使 
ов 
рзар-(% 0), 
XERA n>2r( A). 


Т. їй п Е FAR A «#21„- А, B In- А т, RE 
G) QE BE P, 使 


f 0° РА 
РУАР=10 T, 9 | 


оо L 
(GHD) A gull CK ГРЕБЕН ЗЕ А 
8. ARRIR EER TIEPE: 


G) i -2 011 -4 
2 -4 320 2 
о 1-11 -1P 
-1 -1 -304 2 
G) (n-1) xn if 
n+i 2 
1 n+2 n 
1 2 3 2-1 n 


9. WA n ЗЕЛ, B R: mx n Ë, a 与 有 都 足 = 维 列 向 量 , 求 还 ， 
G) r(4- B'B) +r(In- ВАЛА?) =n- n 

( (А+аё'у>п-1, M r(A+ 918) =n €= f'A a= - 1, 

10, RAE 28 防 非 异 反对 称 阵 ,a 是 2h E QAE ЖИН 


А а 
GÇ о) =a, 
11. 求 下 面 拭 阵 的 满 狼 分解 ， 
6 ° 3 1 
( -4 o) 
2 2 -3 1 
12. (Frobenius) 江 明 Sylvester 公式 的 推广 公式 4 
r(ABC)>r( 4AB) +т(ВСу-г(В) 
a C0. 


Ей AB CARR mx n Bë n < 1 хо, 
GER: ЕВА, 再 应 用 Sylvester ЖИ 

13. G) 试用 4 与 8 的 满 秩 分 解 证 明 : r( A+ В) <r(4) + r (By 

(ЧУЙ. г(А-Ву>гс(А)-т(В), 

GD МАУ BERDE E r(AB-D<r(A- D +r(8- D 

(iv) HG) Ж Sylvester KERE: A= In MJ 

(из A) telat A) = n. 

м. R A= HL Ek r BJ n E О ВЧ, 求证 ， 

G) 当 4 是 实 对 称 阵 时 、 则 了 上 如 是 r 阶 非 异 阵 

GD 4 ЖИЕЗНЕШ ЖЕНЕ НЕ» LH = 了， 

@Ш) 4 是 实 对 称 ,等 等 阵 的 充 要 条 件 为 4= H UP'HY IH! A= L' 
(ыч. 

15, А An т, A SEE n НЕ, ВАА, X RA 
BRD т, i=l, 2 е, з, 

G) WE AA = 0, еј, 
等 阵 ， аў т=п, 

GD m& т=п, MAA = ди, б, =l, 2, а, 
(йж fE A BOBRI NA = Hila 其 中 H, 与 L, 分 别 是 nx n 列 满 秩 降 
B тха BBB 1,2,6, s, 由 假设 ,加 A= T. R AA, Fei Bl 
可 证 得 АА, = дА, ， 册 此 可 证 LH Adon ЕНЕН 5) n en, 这 证 
ТФ. 

RZ, а=, 可 证 


L. 
(Hi Ha e m| E je 
VL. 
再 由 假设 高 m= 进一步 可 证 (Hi Ho =S HAE n DIERKE, 由 此 可 证 
91.Н,=01.. BAA дА і j=1,2,%, s.) 


hjal, 2, e в, WJ А, An зе, A BER 


选 做 题 
1. жш, n EAE ar аз +, а, 线性 无 关 物 完 要 条 件 是 , G'G 
+161. 


0, 其 由 全 = (а, а, cr)。 

2. {йа аз eu Aans 9 В, бз, 8и, З тха Аге 
0 的 两 个 基础 解 系 ， 此 处 (A) =r<n, REF BEE n- r 阶 非 异 阵 P, 使 
(Bis Bar е, = (a аз, се, Gnr) Pe 


З. Жі, mxn 方程 纽 4z = b 相 容 的 充 要 条 件 是 , 方程 组 А'у = 0 ВЕ 
何 解 A 部 满足 75 
GER BHE їй, B r(A) = r(A) =. ДАЙ, Bo … Bar a 


Ay=0 H) 


r 
' 


жын (ж) (84 Bo =, А...) =0， 于 是 由 34 例 3 便 知 ， 


#( <» тил. Dr (A) ео) 


4. 如果 mx n FIE Ar = O RE A F bir t bara tee + bata =0 15 
хе (ш ха, ето)", 求证 (bis brr eo bo) 必 是 《4 的 m 个 行 向 量 的 线性 
на. 

5. RASBORA m x n Ë 5 nx p ËF, 

G) 求证 ， 方程 组 ABz=0 与 方程 组 Bz = 0 НЕЕ, r (AB) 
= (В), 

Gi) Дас=0 5 4z=0 必 有 是 同 解 方程 组 , 试 证 之 ; 

Gii) Rie (FA) = r(A) (АА) =т(А), 

6. RAS ВАЕ п 阶 对 合 阵 ， 且 14 引 <0, Ж, ATEN n # ЕЛЕ РД 
B £, (ВА), 

T. (Balantine, 1978) ZAR n NARR, B A= В.В, B,, Ruh В, 
Ba, =, B, ЕЕЕ, Жат (1„- A)<ch(n- r (A)). 

RIEA In- A = Г. B Bos В.В, = (Ts В) + (B, = В.В.) + (В.В? 
~ В.В.В;) + + (B.B. B, = ВВ, B,-.B,), #ОдЕ F 84 #J 2 Е 
19,8005) Ao 再 应 用 定理 1.6.) 

8. ën AOD 对 称 阵 (或 反对 称 阵 ) 4 的 * W Eg 00, 而 卫 的 所 有 
т+1ук+2 阶 员 边 于 了 式 ( 即 包含 刁 的 r+1 阶 ,r+2 ИЕТ) ар, 
E:r(A) =r. 


amalg $) жао, теда, 


D а A 
M { a! а а, ) 
В а. m 
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然后 证 ,|(ediM)( jeo amam] о |-9 0838083 


ЖаН.» 

СДИ СИ О r + 1 ЕРУ гв 2 apak 
i 求证 :4 的 任何 r+1 阶 子 式 等 于 零 . 

0. Ag п RAHE, ‚н 4А4'- PIa р>0, Ж 


GER: 应 用 秩 的 升 阶 公 
11. EEn DAAR B A= pln p0, 


(д(* bi 
h hreje 


12. AK: n ҢЕЛ, RIE 


Кого (б 3 МИ) 2k- „(5 (r э 人 
13. G) a 2 2.. -ol ам 


j f1 2..6 Ñ o. " 
И 1 2..h Di ik Bn. 


Shenar 5 


БАЯ 
WS 99 Sylvester Е, іг, 
т( = +105), 
Аар а 
Gi) 著 oms0， 


| 
ү" Gn) 101: аз] jan а 
бн бт Gain б М би бщ Ga аы 
afon oa oo рур ， 
ап аз| lo as) ши anl 
алі быт Gng Omni ja °| Ді а)... и Gr] 
a 


Ami Om бы Gmn’ 


"йм Gos 


=й ид ЖЕЙ ЕЕ, HRTAN 
L: 


《提示 ， 应 用 秩 的 和 


ZEE PEBE (i), ШЧ BATEGI). ) 
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16. RIE mxn [ж AB939829 т 的 充 要 条 件 趾 ,要 有 分 解 式 ， 
А= а +аз + + ap 
Hp, ат, an +, а, 为 线性 无 美的 m 维 列 向 最 ; 81, Ao o 8, 是 线性 无 关 
їл 维 列 向 量 。 
(提示 ， 应 用 4 的 满 秩 分 解 } 
15. Z A= (а), B= (Шу, WE тхо BE, 


Gubu anba + ambia 
ee pe == | 


аы абыз  a,.b.s 


为 4 与 8 的 Hadamard Ж, 
G) 2⁄4, B. Br e В, Ж тхл ВЕ, RE 
($ в) =$ (AB) 
G) А,В ОЬ тха BE, RE AB = BeA 
Gii) 车 a 与 8 者 是 和 m 维 列 向 量 ; ?与 6 都 是 维 列 向 量 , 求证 , (aw8) 
(P06)'= (ay!) (63), 
Gv) (Ballantine, 1968) 45 BAE mx n 陈 ,求证 
r(AsB)<r(A):r(B). 
(提示, 应 用 本 是 (i) (iii) 以 及 第 14 88) 
16. (АВ r BJ) n ЙТ, RE ЖЕДЕ n ИЗЕН Р, 使 P'AP= 


B 
(2), REBA rxn pe, 
GD Sr Ë n W (GO 对 称 阵 ， 求 汪 ， 必 存在 a ЗЕТЕ P, E 


pap= (5 0 
700 о 


G) REH r п СЗО АННИ, A= НЕНТ, 其 中 
HR nxr УЙЕ, S E r 阶 非 异 阵 《因而 SY! гхи FREM). 
YT. RAERD rtin pE, ЖИ, WEA СЬС Сі, пу 
а), а, бш 
буруб б, ji jy 
О в A и булыл 
(提示 ; 先 写 
164 . 


) 其 中 3 为 了 阶 非 异 对 称 阵 ; 


la 


е. 
нына 


e, 


然后 点 四 16 题 的 (ii)。 
18. pH 17 ЕЕН, 
G) 物 为 > 的 a 阶 { 实 ) 对 称 阵 4 至少 有 一 个 r 阶 主子 式 不 等 于 零 ; 
Gi) 如 果 秩 为 > 的 = 阶 ( 实 ) 对 称 阵 4 至少 有 一 个 Bts f sÑ SE T, 
W| Ap Cs~1 个 + 阶 子 式 等 于 零 ， 
(Н) 如 果 秩 为 + п СОТКЕ АЯР r 阶 主 子 式 全 不 等 于 零 ， 
WJ Ан Ж RETETE, 


19. izi ИТИИ УНИ 
' 


ERE, 
G) 设 T=Pasasrana8 (enr 60 r E Cirat a Ga) Æ n D 
HIIRE 167 < <i, <, 记 


eka, 
B=| °= ea en =e) нер( ZL.) 
z ' 
күр РУ iz irvi, 
жї, Аий, 4= нд РЕ) 
ойе 


GD mEt- ече Ду 
H. 
aG = 人 人 2"). 


20. 求证， 第 16 题 到 第 19 题 的 所 有 结论 对 秩 为 *= 2р 的 п НИЕ 
者 成立- 


Gi) ВА аЗ» 
(йн) АВА= А, 
Gv) BAB= B, 
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ВАМ Р ХЗ (ЕН), RE 
G) Аж ЕЕ B, MB GM A) 唯一 (确定 ) 的 , 故 记 为 
В= 4 


Gi) ятх ЕН О r xn ТОКЕ L, РЗ ХОРЕ, 
且 


H*= (Н'НугїНЇ, 天 = 工人 
Gii) 如 果 A= H L 是 秩 为 r Bà m x n BE AB938352 88, YJ 
Aa L'(LL' (Hy IHN 
(iv) БАЕ РЕР y, 
《提示 , G) 可 反复 应 用 广义 逆 定 义 的 四 条 , ЕВУ Ср АГ XW, MTE 
得 召 = ВАС, C = BAC, # B= C.) 
22. 设 4 Ја тха АГ ЭЙ, 求证， 
(i) e(At)= r(AAt)= (A*A) = rA) 
Gi) r(I.-AtAY=n-r(A), 
Gii) mxn 方程 组 Ат = БОНА, КА'Б, 
Ст, WG), 易 证 :A* = L+H', Н°Н=1„= LL*, H Sylvester Ж 
ЗАЛЕ Ар я], X$ Gi), УТАРЕН BEDE SRB A = L*H* Ва.) 
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第 四 章 多 项 式 


本 章 主 要 介绍 与 一 元 高 次 方程 密切 相关 的 一 元 多 项 式 理 论 ， 
一 元 多 项 式 的 分 解 因 式 定理 与 应 用 以 及 它们 在 复数 
域 上 的 相应 结果 。 


$1 集合 , 数 环 与 数 域 


一 、 集 合 

集合 是 数学 中 常用 的 一 个 基本 概念 。 集 合 ,简称 集 ,就 是 指 一 
些 事物 的 全 体 。 例 如 ,整数 全 体 构成 台数 集 ! 9 与 1 这 两 个 数 也 构 
成 一 个 数 集 ; n ОИ ОЕ АЗ REN EH АХ = В 
Е а А Аср е S、T、 
M.N: BZ. ЯРАТ ЗИ О rB лое, ШИШ 
Лр ау, с-н) её. 

所 谓 给 出 一 个 集合 ， 就 是 要 指明 它 由 哪些 元 素 构 成 。 一 般 有 
以 下 两 种 表示 法 : 其 一 , 列 出 集合 中 所 有 的 元 素 ( 如 果 可 能 的 话 》， 
此 法 称 为 下 举 法 ， 例 如 ,整数 集 Z 可 表示 为 

Z=40, +1, +2,0, +n, e} 

п EHR a, аз, аз, a 所 成 的 集合 可 表示 为 (ay, аз, аз, оц). 其 
二 ， 指 出 集合 中 元 素 所 具有 的 特性 。 记 号 5= xix 所 具有 的 性 质 
Р), RERA S 由 所 有 具 右 性 质 P 的 元 素 组 成 ,此 法 称 为 综合 法 。 
例如 ,了 = {x|2x?+3x+1= 人 09, x 为 复数 ;代表 242 +3х+1=0 
的 复 根 集合 ; S$= (АПА[=1, 4 为 n 阶 实 方 阵 ; 表示 所 有 行列 式 
ET LH n 阶 实 方 阵 构成 的 集合 U = {(х, у) 1 + = 1) ЖШ 
心 在 原点 半径 为 1 的 加 上 点 的 全 体毛 成 的 介 合 。 


“16T， 


对 -其 个 集合 8 来 说 , 紧 一 事物 4 或 者 是 集合 S 中 的 元 素 ,或 
ЖА Ма, га 5 0706, а оЄ5, 读 作 4 属 
FS 否则 , 记 为 oe3, 谈 作 4 不 局 于 S， 钢 如 ， 

ТЕ {х |24? +3х +1=0,х ЖИ }› 
п NAIRE LE (AJA]=1, А эп УШ}. 

Е А, ЖОКЛЕ АЖЕ А ЖЕШ. MOE 
之 。 例 如 хх>1 Н х<1}= Фу {х}2х#+3х+3=0,х 为 实数 } 
‚ж тж ей, Ла Та Ф, ЕТИ, Те {0} 不 
ЖА 41=1.4 УрО С. 

设 5.T 是 两 个 集合 , 称 5 为 的 子 集 ( 记 为 ST), 如 果 S 中 
АРЧА Тоо: ИБ 为 了 的 寅 于 集 ( 记 为 SCT)， MES 
ТЕЙ, 对 工 中 完 少 有 一 个 元 案 不 属于 5， 记 号 SET(SCT) 
быз (яая) 在 了 中 。 规 定 空 集 是 尾 何 集合 的 子 梨 。 今 
后 , 恒 以 Z O 表示 整数 集 和 有 理 数 集 , 于 是 有 @с2сО. 

HRAS 与 工 相 字 ( 记 为 S= 7T)， 如 果 SST HATES 显然， 
竹 等 的 两 个 集合 会 有 相同 的 元 素 ， 称 集合 为 无 限 集 ， 如 果 其 中 全 
有 无 限 多 个 不 同 的 元 素 ;否则 , 称 为 有 限 焦 。 

集合 之 间 进 一 步 的 关系 ,将 在 第 丸 章 中 介绍 。 

二 、 数 环 与 数 域 

数 集 是 常见 的 一 种 集合 。 自 然 数 集 入、 整数 集 Z、 有 理 数 R 
Q, JERR, 复数 集 C 已 为 大 家 所 熟知 。 

在 数 集 S 中 , 任 取 两 数 作 某 种 运算 ,车 其 结果 仍 在 3 中 ， 则 称 
Шин ОЕ И ЕВ ИИ. BA, ZOR, C 对 于 数 的 减法 是 
封闭 的 ，N 却 不 然 ! 8,R,C 对 于 数 的 除法 (除数 非 零 ) 是 封闭 的 ，Z 
却 不 然 。 

代数 中 讨论 问题 时 , 经常 涉及 某 一 数 集中 数 的 加 , 减 , 乘 . 除 送 
算 及 其 性 质 ， 为 了 统一 处 理 具 有 共同 性 质 的 数 集 ， 导 进 数 环 与 数 
域 的 概念 。 

定义 ” 称 非 空 数 集 $ 为 数 环 , 如 果 8 对 于 数 的 加 、 减 、 条 运算 
是 封闭 的 , 即 
-168+ 


Va.b € S — a-+b.ab € $)®, 
Ж pt ДАЛ НБ Я K ЖЖ, ШЖК ЕРИ 的 加 、 
减 ,条 、 除 (除数 非 零 ) 运 算是 封闭 的 , 即 
Va bES==> а+ь,аь, FCb 0)ES, 


由 定义 可 知 ,若菜 一 数 集 是 数 域 , 则 必 是 数 环 ，8,R 和 C 是 数 
城 ,分 别称 为 有 再 数 域 .实数 域 和 复数 域 。Z 是 数 环 ,但 不 是 数 城 ， 
称 为 整数 环 。N 不 是 数 环 , 当然 也 不 是 数 感 。 

例 1 验证 数 集 C(V3)= (a+bV/ 2 , Va, be Q) 为 一 数 
Ж, 

[证 明 ] Ж, 0=0+0V/2, 1=1+0\/2, WHO, 160 
(УТ). MAK, ОСУ 3) 对 数 的 加 、 诚 运算 显然 是 封闭 的 。 今 取 
Q(CV3) 中 任意 两 数 a+bw 3 So +dV 2 , HT 

(a+bv Z)Xe+dV 2)=(ac+2bd) +(ad+bc)V È, 
m4 etd е0], 必 有 c-dvV 2 +0, H 
`$ _(а+ь” 2 Xe= dy 2) 

(c+dV/ 2 Xc-4V 2) 
- c- _ 
“ЧО УЗ. 
XNA abe dEQ, Q HR, Brblac+2bd€ Q, ad + bc€ Q, 
即 Q (VERTRIEB ERA 0-200, 所 以 


ac — 2bd bc-ad 
"шй 69, 22720, 


cray T 


ОСМ ) 对 于 除法 也 封闭， 故 Q(V PERR. шав, 
类 似 地 ,可 以 验证 数 集 
ZI /21=txlx=a+bVvZ， Ya bEZ} 
为 一 数 环 。 必 须 注意 Z[W 21 REAR, EXE AE ZVE] 


中 特别 取 x= ЛЛ, у=, ШЖ = 2 € Z[V2), MZV] 
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由 定义 不 难得 到 下 列 性 质 

命题 1 任 一 数 环 必 包 含 零 } 任 一 数 域 必 包含 零 与 1 

命题 2 有 现 数 域 是 最 小 的 数 域 . 

命题 1 的 证 明 留 给 谈 首 ,利用 它 的 逆 否 命题 立即 可 以 汤 定 : 奇 
数 集 不 是 数 环 ;个 数 集 不 是 数 域 ， 

下 而 证 明 命题 2。 设 K 为 任 一 数 域 。 出 命题 1, EK P 
及 对 于 加 法 的 封闭 性， 可 得 任 一 正 整数 mnEK。 注 意 到 0EK 并 利 
用 玉 对 于 减法 的 对 也 让 ， 可 得 征 一 负 整数 -EK 综合 之 ， 
ZEK, IDR x€ Q, ЗИ x= 5, XH p.q6 Z, 4+0, ZGK, 
йр. аек, к ТЕА, И хе C € K. 这 就 
证 明了 2©К, 证 毕 。 

BEK Ко HENYO A KiCKz, 则 称 Ki 为 K, 的 真子 域 ,而 
Ж Kz 为 Ki 的 扩 域 ， 例 如 ,RR 是 C 的 真子 域 , 而 C 是 尺 的 扩 域 ( 因 
V-1€ER). 


Җ 


3 є 


1. танае DPE КЫ, СЕА УРОНА ЕН) 
G) ЧЕК ИГИН 
Gi) 偶数 与 人 үү 937% 

dii) ОС 1) = {а+ Б 1, ya bE Qh 
(iv) 0062) = {а+ I, ya b€ Qi, 


2. WM2 Sp BA i 


ЕНШ, ДАЈНЕ, 


3. G) ви Qt) 是 
GD аш 00-0 ARATAT 


$2 一 元 多 项 式 


一 、 定 义 , 有 关 的 约定 及 名 汤 
170. 


定义 ” 设 K 为 一 数 域 , x 为 一 符号 ， 且 Va€ K, 形式 积 axt = 
xta G IE ERRO. F oo а, ++, „ЄК, п 为 一 非 负 整数 , 则 
称 形 式 表 达 式 
аху аха pax H Ao O) 
为 数 域 K 上 (关于 x) 的 一 个 一 元 多 项 式 。 称 2 ЖЕЛ, БК 
#8. 
паа DJ f(x).g(x).h(x)- T 2 REA F, g. h 
т. HETET I ао 代表 aox?。 称 (1) 中 的 a xt Jj i ЖОЙ. a, 为 
该 项 的 系数 ;二 当 a 二 0 时 ， 称 为 该 项 的 次 数 (i= 0, 1, o, n), 
约定 0x! 可 以 从 多 项 式 中 遇 去 ; 若 多 项 式 中 不 出 现 i 次 项 , 则 可 添 
上 0х 这 一 项 ， 对 于 xt, 则 认为 其 系数 为 1。 我 们 将 (了 DD 式 与 表达 
式 
Gy tax + + Gn хат 
PWEN. JRE SHEAR TERORII, WR 
它 记 为 


А 
Pax 


р 
ЕВОРА ЫСО ЕІЯ. ОВК 
БЕЧ K ШЖ: 
М) = ан, а,%0, 
MJ f(x) 的 次 数 为 n, BA deg(f(x)) = n, НЭЛЯ, ERR ME e 
次 多 殴 式 。 称 各 次 项 系数 均 为 堆 的 多 项 式 为 零 多 项 式 , 以 0 记 之 。 
对 于 零 多 项 式 ,无 次 数 可 ?f。 因 此 ,今后 当 且 仅 当 (x) 时 才 书 
写 记 号 девбј(х)). WER. deg(f(x))2:0, 


二 、 多 项 式 的 运算 及 其 性 质 
PORK E- TEMRE RERI RARAN Kx] р 


кра] = {Z at, Yas, a, ч, а,Є К, перад). 
定义 RIER JEK], KIO Нох) Ш& Сал 
. Hi 


Јох) =8(x))， 如 果 它 们 同 次 项 的 系数 全 都 对 应 相等。 

由 定义 可 知 ,次 数 不 相 辐 的 多 项 式 一 定 不 相等 ;与 众多 项 式 要 
等 的 多 项 式 只 能 是 零 多 项 式 , 即 落 

х) = age, 
MN 
Кк) =0 «= а= 04=0,1,+е, п). 

жи Мх) а(х) кх], 在 其 中 适当 添上 一 些 系数 为 堆 的 

项 ,总 可 设 


00-а, (2) 
аа) = boa, G) 


Фб) = (a, tba, Дый, h(x) € K[x), МОА) 为 KKx) 与 
9(z) 相 加 所 得 的 和 , 记 为 
IGO) да) = S) (а, +в, (4) 


-g$ -bet BA -IEKE Sk -g(x) 为 g(x) 


Д, H $k f(x) + ( —g(x)) H ЈО) 减 去 9(x) 所 得 的 差 ， 记 
为 
f(x) ~ g(x) = Кх) +( —g(x)), 

这 里 , 减法 是 由 加 法 来 定义 的 。 因 此 ,对 减法 的 讨论 将 归并 到 
对 加 法 的 讨论 之 中 去 ,而 不 另外 列 出 。 

不 难 验证 ,对 于 多 项 式 的 加 法 ,有 下 列 运算 规则 ， 

G) P) tgx) = (ху) +](х); 

Gi) (f(x) +9(х)) HAC) = f(x) +(g9(x)+h(x)); 

(iii) f(x) + 0= f(x) 

(у) Хх) + (= 1(x))= 0. 
ТЕШ ХЕЛ), Ж WWE ИОТ. RRE ЖОО), gx) 
如 (2)(3) 所 设 ,根据 加 法 定义 , Kx) + g(x) 的 第 i 次 项 的 系数 为 
їз. 


ab дОх) +Kx) 隐 第 主 次 项 的 系数 为 n+ ou。 注意 到 数 的 加 法 
HZR Ша +b =b +а(@=0, 1, 55, п), ЖЕЛИН 
定义 ,可 得 (x) +g(x) = Cx) + ICG), 
出 加 法 运算 规则 (i), 定义 
Fx) + Fax) te 0) + 1x) 
= (пбх) + б) teh) + (Хх), 
其 中 wz>3， 应 用 归纳 法 可 以 证 明 :对 任何 Fr, пса 1, RE 
По) хуа) 
= (Лбх) кх) t= +],(х)у + аб) +++ + Fox), 
称 上 式 为 加 法 的 一 般 结合 律 ( 留 作 练习 )。 
在 多 项 式 的 运算 中 , 加 法 消去 律 是 常用 的 。 
命题 1 设 j(x),g(x).h(x)EK[x], 且 
f(x) +h(x) = 9(x) + h(x), 
M 
Кх) = 9(x), 
【证 明 】 0х) Вх) = дб) +(х), Or 
f(x) +h(x)+ ( — h(x)) = у(х) +h(x)+ (0), 
利用 加 法 运算 规则 (ii) Gv) (їн) И 4828] f(x) = 9(2). 
йр, 
推论 Vk f(x).9(x)€ К[х], WJ 
Ke) - 9(x) = 0 € fGx) = 9(x), 
【证 明 】 注意 到 命题 1 的 逆 命 题 显然 成立 ,于 是 有 
Кх) + h(x) = g(x) +h(x) &=> Кх) = g(x), 
上 式 对 任 党 的 f(x).9(x).h(x) EK[x] СУ, 883138, Ф. 
h(x) = —0(х), 
并 利用 减法 的 定义 及 加 法 运算 规则 (iv) 即 可 得 证 ， 证 毕 。 
定义 V/(x).9(x)6 K[x], E 
Kohar, g= Sroa, 
Фа) = а,» tanib t + аф,)ух', В, RODER, 


їз. 


hu) 为 Kx 与 gx) MRMING 
KO S D ab, jz G) 


例如 ,海江 xy=x2+ax+By ф(х) = х2+сх+ӣ, W 
Кхуд(х) = xt+(c- a +(4+ас + рухі 
+(ad+bc)x +bd, 
Ж, Vf(x)€ K[x], VEH 0-](х) = 0, 

不 难 验 证 ,对 于 多 项 式 的 乘法 ,有 下 列 运 算 规 则 # 

G) {(х)д(х) = g); 

Gi) (fGx)g(x))h(x)=J(x)(9(x)h(x)); 

Gi) (f(x) + FXO) = f(x)h(x) +g(x)h(x), 

以 上 等 式 的 证 明 与 加 法 交换 律 (各 的 证 明 尖 似 , 其 主要 一 步 是 
考察 有关 多 项 式 的 同 次 项 系数 是 否 金 都 对 应 相等 ， 从 而 使 
化 为 对 于 数 来 证 明 相 应 的 运算 规则 ， 以 (i) 式 为 例证 之 , ЯТ? 
Бус, 分 别 代 表 f(x).g(x).h(x)B9 ИОА, НААЛ, Kx) 
9(x) 中 + 次 项 的 系数 应 为 
(J(x29(x))h(x) 中 5 次 项 的 系数 这 为 

> ( > афу) саз 


«а 

同 理 , g(x)B(x) rh t 次 项 的 系数 应 为 
2) бус, 
© 


FAGOR E S ФО RRA 
> а, Рә) ‚+. 


ЛОЗИ НИ T ps?) mia 
F E abas У) аре, 


оз 


Da 2 во) = 


afas 
MODRE IR RERA 

ARABAM), 定义 
14. 


һу) 
Жр п>3, УҢ! 
һОхузОх) 

= СЛС) оС) в) Саб) 0), 18и -1, 


(ху) = (АСОС) аЛ), 
ЕДЕ Аа 


定义 
1, И n= 
хх), Мих 
称 f(x) 为 多 项 式 f(x) BU R, Ж! n WIE 0 . 
无 零 因子 , 因而 消去 律 成 立 。 
且 忒 x) .8(x) 全 不 为 零 , 则 
0, 
DERI BIO 94x) ERARE, RPEN A 
ах", Бых", MERRER, OOJOO RARAN арх", E 
意 到 a0, 0,250, {Ж abnt, ETR Cga ”证 毕 。 

推论 Ж 1(х)(ху=д(х)й(х), B. h(x)ə=0, 则 

Кх) = 9(x), 

CERI HCOE) =g), 利用 命题 1 的 推论 及 乘法 

运算 规则 Gii) 可 得 
(fx) -gx Rx) = 0, 

XA (х) +0, 由 命题 2 019 0х) - 900) = 0, Ах) = 90). 
ШЕН. 
URRE KEKR. 在 (5) RO e 


a=] 
ros] 


WEHE, 12—93 
х) = о, c0, 可 得 


сабк) = 5) (её), 


称 cg(x) 28 с 12 9(x) HRR) Di 
PARIER, FARRAH 
G) (KDfOx)=k(1H0x)),; 
Gi) (KEDI = ККС) H 
G) KEX) +9(х)) = Кх) + kg(Xx)y 
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Gv) 1-}(х)=[(х). 

MEE 设 f(x).9(x)EK[x], 则 

G) deg(f(x)+g(%x))<max(deg(f(x)), deg(g(x)))@y 

Gi) deg(f(x)g(x))= deg(f(x)) +deg(g(x)), 

事实 上 ,由 加 减法 定义 立即 可 得 G), Gi) 的 证 明 已 包含 在 命 
题 2 的 证 明之 中 。 

RR RIH, Kx] 中 按 (4),(5) 定义 了 加 法 、 怀 法 之 后 ， 
称 为 一 元 多 项 式 环 . 读者 向 加 注意 就 会 发 现 ， 若 将 天 改 为 包含 】 
的 数 环 ,本 节 所 有 的 讨论 结果 仍然 成 立 。 


у E 

1. 证 明 多 项 式 的 下 列 运算 规则: 
G) flr) + g(r)) + (т) = Ро) + (g(r) +(х)), 
Gi) (б) +g(z))k(z)=f(z)ñGz) +9(2)k(z), 
(lid) (RNA) = RUE 
tv) UE) =If(z)9(z); 
(G) (C-DfG@)= -fG). 
2. Ш Ояз)" +a)” Оу" ШЕШ 

Оа РЕТИ 
3。 设 多 项 式 f(z) = а(х) а(х) +r(z), Н. 

deg(r(z)) <deg(g(z)) <deg(f(x)), 

证 明 ， 
deg(gq(z)) = deg(f (2)) ~ deg(g(z)), 

4. 证 明基 于 多 项 式 加 法 的 一 般 结合 律 。 


$3 整 除 人 性 


以 六 代 表 某 一 数 域 , 下 面 的 讨论 在 多 项 式 环 K[x] 中 


; тах(а, b) 表示 а, ВЕКИ, 


一 、 整 除 性 及 其 性 质 

两 个 多 项 式 相 队 未必 都 能 除 凡 ,于 是 有 下 面 关于 整除 的 定义 、 

定义 设 Xx).9(x)EK[X， 称 9(x) 能 整除 基 x) 记 为 9 用， 
如 果 存 在 a(x)E Kx], 使 得 

Кх) = а(х) (х) 

BW, #90) 不 能 整除 Кх) (ЗиЛ gH) 

$ gif Mh BE 了 x) ВЕЕ gux) 整除 , ЖР g(x) H FOO 的 
ВЗК, x) 为 g(x) 的 倍 式 。 记 号 


Кх) 
9х) 


Ж 917, B. g(x)== 0. 

出 定义 可 得 下 列 性 质 ， 

G) 零 多 项 式 的 因 式 可 以 是 任 一 多 项 式 ， 但 其 倍 式 只 能 是 零 
多 项 式 : 

Gi) 任 一 多 项 式 Кх) И с, сх) 为 因 式 ,其 中 * 为 任 一 个 
非 零 常数 ; 

@й) Же 0х) [9(), 9Cx) ax), W С) АСА) 

Чу) Ж Кх) 16.0) = 1,2, ee 5), 0 

М(х) К[х]01=1, 2, 5, s), 


REIO D аю) 


(у) Кә) |g9(x) 8.900) 1000) E f(x) = cg(x), cas 0, 
下 面 仅 证 明 性 质 (v) 的 必要 性 , 其 余 的 证 明 是 容易 的 。 由 条 件 
Wik 
f(x) = hi(x)9(x), g(x) = тх) (х), 


于 是 
f(x) = (х) уох), 


EI = 0, ЇЇ gO) = (х) (х) = 0, AW (х) = 9tx), 结 论 成 立 ; 
Ж 10) 3+0, 由 消去 律 可 得 
h(x)h(x)= 1, 
BRAA п), (х) 0, BES 2 中 命题 8 应 有 
т. 


deg(h,(x)) + deg(h.(x))= 0, 
从 而 deg(hi(x)) = deg(ja(x))=0， 故 可 得 px)= с, c0, (v) 
РЕВЕ, 


=. PARRE 

定理 3.1 j (x) 是 K[x] 中 任 - -多 项 式 , 则 对 KX[x] 中 的 多 
项 式 91x)<0, DEE q(x).r(x)€ К[х], 使 得 

f(x)= a(x)g(x) +r(x), 

其 中 , r(x)=0 或 者 deg(z(x)) < deg(g(x)); 且 这 样 的 q(x), r(x) 
由 天 Xx),g(x) 唯一 确定 ， 分 别称 它们 为 9(x) Ék f(x) 的 商 式 与 余 
x. 

DEWI 将 中 学 代数 课程 中 的 长 除法 一 般 化 ， 即 可 获得 存在 
性 的 证 明 ， 下 前 用 第 二 数学 归纳 法 来 表达 。 

ЖЯ fx) = 0 ый дев(7) < deg(9), WE а(х) = 0, r(x) = $C) I 
可 ; 

若 deg(f)2>deg(g), 则 对 deg(f) ЧАА. BE 

G(X) = Бых + Бы Ах” l+. + DX + by b.,s=0. 
当 deg(f)= 0], @}(х) = a) gw 二 0， 此 时 g(x) = Бо, bo 二 0。 注 
WA 
Кх) = (оті), 
JR а(х) = abp, r(x)= 0 МАЈ, 4 deg(f) =n 时 , 设 
Қх) = ахина Xt +а@аух + йу, а, 0, 
{п>®т B.b,<9, 所 以 abg- »E Kx] 4 
(x)=1X)— ахх), 
显然 , ЛО) Є F[x] Н. f(x) = 0 в бев) < deg(f) =n, 车 
Һбх)= 0 或 deg(f1)< бев(9), 
出 取 а(х) = орах", r(x) = f(x) BIT; 着 deg(fi22>deg(9), Ж 
意 到 авл) < n, 由 归纳 假设 , 必 存 存 а (х) пх) Є K[xJ, 使 得 
Лбх) = q (x)9(x) +тү(х), 

其 中 , r(x) = 0 RE deg(ri) < дев(9). W 
‚18. 


а(х) = ADe ta X), rx) erx) 
Г. 
再 证 唯一 性 。 设 另 有 а(х) (х) Є КГ], 使 得 
Кх) = q(x)g(x) + г), 
其 中 ，r(xz) = 0 或 者 deg(Z)<deg(g), l 
Q(XIgUX) +r(x)= GJEL) AP), 
可 得 
HX) =r) = (a(x)— q(x))8(2), 
Ж а(х) а(х), WJ rC) CA0, (Ë $ 2 WJ ñr Bi 3 得 到 
дев (7 -r) = deg(q — 2) + deg(g)2>deg(g), 
但 此 时 O), PORLAR, BATEE 
deg (F —r) = deg(F)< des(g) (H r(x) = 0, f(x)==0 时 ) 或 者 
deg (r — r) <тах(дев(ғ), deg(r)) < des(g), 
这 就 产生 了 矛盾 ,从 而 必 有 


07) = а(х), тюу =т@х), 
ир, 

定理 3.1 Ж—50 ИЗА RNEER, BERZA 
元 多 JCR dh rip p hik, Ж ЖИЕП КАВ РДА AER 
的 基础 ， 

定理 3.1 的 证 明 给 出 了 求 a(x)、rCx) 的 具体 方法 。 进 一 步 ， 
便 可 获得 一 个 判别 整除 的 方法 ， 

定理 3.2 BRIO JAJEK], g(x)==0, M gC) 能 整除 
ТО 的 充分 必要 条 件 是 g(x) 除 f(x) 的 余 式 为 堆 ， 

GEMI 充分 性 是 显然 的 。 仅 证 必要 性 ,车 g(x)|f(x), WE 
HE h(x) € К], ШИВ f(x) =h(x)g(x) =h(x)g(x) +0。 因 以 x) 及 
0 适合 定理 3.1 中 对 商 式 g(x) 及 余 式 r(x) 的 要 求 ， 由 q(*) О) 
的 叭 一 性 可 得 r(2)= 0, ш, 


x m 
L BRA о (z) € K [z]G = 1, 2), B. ADA, X 32 (0) T G(2) 
“їз. 


MELE дада.) А, ЛЛА дш) 

2. ë 000). gl) 6:(=) € K [z], RE 
(або) ~ gT(z2))| (f (g) - бда). 

3. R 9{z) 除 f (z) 所 得 的 商 式 及 余 式 : 
G) /(х)у=2х%+т+1,д(®)у=3д9®+®-4; 
(H) Flr -attat 2e tr 2 g(a) satr 3r T, 
4. mpa ARIAT 90) ON 
Ч) fisar petg, (к) =z2+mr- l; 
di) f(z)=zt+ px? +g, gla) елд%*+тл+1, 


ш, fale) BS у(х) bg, 


$4 最 大 公 因 式 


—, KASR 

定义 х) ,9(х)Є R[x], Ж d(x) € K[x] A JG) 5 д(х) 
КАВ, ШЕ 

G) 4(х) Æ Кх) 5 gG) 的 公 因 式 ( 即 dC) C), B. 

d(z)|g(x))s 

Gi) fC) 与 9(x) 的 任 一 个 公 因 式 都 能 整除 d(x)〈 即 只 要 
hix) IEX), h(x)1g(x), MDA hæ) lac). 

公 因 式 的 存在 性 是 显然 的 。 因 为 ， 每 一 个 非 零 常 数 可 以 作为 
任意 两 个 多 项 式 的 公 因 式 。 最 大 公 因 式 的 在 在 性 包含 在 下 面 的 定 
理 中 ,其 证 明基 于 带 余 除 法 。 

定理 4.1 Vix), g(x)E K[x], DEE Кх) 与 9(Xx) 的 最 大 
公 因 式 d(x)EKfx]，, BẸ ибх), (х) Є Кх], 使 得 

мх) (х) + u(x)9(x) = @(х), a) 

【证 明 】 # Fx) =9(х) =0, MM d(x)=0, B K[x] 中 任意 两 
个 多 项 式 ибх) uC) ЯС) SR An. EI), ga) 中 有 一 个 
HF, ЖЮПА1Ох)=0, M 4(ху=д(х), B$ u(x)=1, щ(х) 为 
Кр 中 任 一 多 项 式 ,可 使 (1) 式 成 立 。 THERE JOO, #(х) 全 不 
芭 堆 的 情形 ， 应 用 带 余 除 法 ,以 900) 除 Kx) 得 商 式 q(x)、 余 式 
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тух), Фл) 0, 则 以 六 (2) 除 g(x) 得 商 式 q (x), RRG. 
Ж тоб) е0, 则 再 以 r (x) BR rC) ФФИ КҖ q (x), RR r (x), $n 
继续 下 去 。 因 

Seg(9) >deg(ri) >deg(rz) > deg(r a) >, 
并 且 delg) 为 一 非 负 整数 ， 所 以 这 样 作 了 有 限 次 后 , 必 丁 得 一 余 
rC), 它 能 整除 诈 一 个 余 式 rm-Kx)， 即 有 


Кх) = q (x)g(x) + rix), (2) 
9(х) = (х) (х) +т(х), (3) 
ri(x) = а(х) бх) +0), ч) 
r.- (x) = q,-a(x2r,- (X) +r,- (z), 《5) 
Pa(X7 = q ,(x)r,.- (x) +r,(x), (6) 
ғ. 100) = 4.10), 0х) + 0, (7) 


下 三 说明, (хо 即 为 Kx) 与 9(x) 的 最 大 公 因 式 。 首 先 ， 由 (7》 
ЗК, тих) 1r,-1(x*)。 注 弯 到 (6) 式 并 利用 整除 性 质 Gv) 可 得 
r (x) re-2CX)。 

同 现 (x) г, (x), 如 此 利用 这 组 等 式 逐 步 由 下 往 上 推 ， 可 
FERONI), PCX JI), Врт.) A f(x) 与 9(x) 的 公 因 式 。 
其 次 ,假设 KCx) [Cx), 0х) [90х), 注意 到 (2) 式 并 利用 整除 性 质 
Чу) TIR нм) [ғ бх), JJ а(х) [р Сх) е, 如 此 利用 这 组 等 式 途 
步 由 上 往 下 推 , 最 终 可 得 CX) рт, Сс), Бре, (х) 为 fx) 与 9(%x) 的 
最 大 公 因 式 。 再 证 明 (1) 式 。 由 (6) 式 

rL) = Pa(x) = q.(x)r,-i(x), (8) 


再 由 (5) 式 ， 
PTX) ет,3(х)—а,.1(х)г, (x), (9) 
将 (9) 式 代入 (8) 式 并 消去 -ix)， 得 到 
(жх) = (1 +a,(x)g,-i(x))r,-2(x) — ALA) 
依 此 方法 , 自 下 而 上 地 利用 上 一 组 等 式 ,逐次 消去 
п. С) 9 г,.з(Х), е, r (X), 
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部 可 得 到 
TKR) =S) + o(x)g(x), 

Жер, ex) 00) Ж К[х1 中 的 多 项 式 。 证 毕 . 

定理 1.1 丰 证 明 最 大 公 因 式 存在 性 的 间 时 ， 给 出 了 求 景 大 公 
因 式 的 一 剖 方 法 ,此 方法 称 为 轰 较 相 除 法 。 

出 最 大 公 因 式 的 定义 易 知 ， 若 di(x), ах) 同 为 1 与 9 的 最 
大 公 因 式 , 则 @(х)|4,(х), B d,(x)1di(x), FÆ а(х) = cd,(x), 
себ, RKM, WAN le K ДЕ Ж ЖЇН НЕ Н 个 非 零 
常数 因子 。 为 确定 起 见 ,我 们 约定 ,“ 报 大 公 因 式 ” 是 指 首 项 系数 为 
1 的 那 一 个 ， 且 当天 x),g(x) 不 全 为 零 时 ， 以 记号 (f, g) RER 
x) 与 g(x) 的 首 项 系数 为 1 的 最 大 公 因 式 . 显然 ,《f,9) 二 9。 今 
后 , 称 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 为 首 一 多 项 式 。 

例 1 (х) = t 3х2 40-1, ф(ху=?%+х%-х-1, 
RG, g) ик) об) Фф ик) Ох) +ы(х)дОх)у = (1, 9), 

СИЛ ТТЕ ЕАН В, 

| g(x) : пху i 


| gareg i xx 1 а(н) 
| 


8х 4 _ 
эх g ty (x 


Кх) = xg(x) + i(x), 
#х)=(—Ж tT Jn +rtx), 


E r(x) irx). НА 
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BOH 4,1 中 俩 得 (1) 式 成 立 的 нбх) об) 并 不 叭 一 。 事 实 上 ， 
对 х) 9С) 企 为 零 或 其 中 之 一 为 零 的 情形 ,证 明 中 已 有 叙述 。 对 
jx),9(x) 全 不 为 零 的 情形 ,车 已 和 s(x)、vCx) 合 (1) 式 成 立 , 对 任 
一 非 零 多 项 式 мх), Ф 
u(x) = u(x) HACI), — O(x)=u(x)-h(x)OO., 

WEC uC), BUCA), A UC) (х) 亦 能 使 (1) 式 成 立 .此 
Ж, IES иба) к) + o(x)g(x) = 4(х), 并 不 能 断定 2x) 就 是 
了 与 9 的 最 大 公 因 式 .这 一 点 


点 ,请 初学 者 务必 加 以 注意 。 
二 、 互 索 的 概念 及 有 关 性 质 
定义 É Кх),9(х)СК[х]. Ж f(x) 与 9(x) ERR 
(1,9)=1, 
显然 , 背 两 个 多 项 式 互 素 , 败 它们 除去 罕 次 多 项 式 外 不 注 有 其 
ЕАН. 
定理 4.2 9/00), 9(х)Є Кх]. MJ (f, д) = 
件 是 ,存在 w(x)、w《x)EK[x], 使 得 
и(х)Кх) + u(x)g(x) = 1, (10) 
【证 明 】 必要 性 是 显然 的 。 直面 证 明 充 分 作 。 设 
G, 9)= d(x), 
对 (10) 式 利用 整除 镍 质 (iv) 可 得 (х) |1, АТТ (х) = 1, BJ 
Gpl 
推论 1 AICOS ACOG. 9), 9х) =g, 9), MJ 
. 183. 


(fi,91)=1, 
事实 上 ,由 定理 4.1, 存在 wx),v(x), 使 得 
u(x)/(x)+u(x)g(x)= (f, 9), 
HEIO = (х), 9) K д0х) AOG, DRA ERATE, д) 
可 得 
uf XY + u(x)g (x) = 1. 
由 定理 4.2 ШЕКА, 9) = 1, 
推论 2 车 (gi, 7) =1, (02,3) =1, M) (дг, f) =1, 
证 明 仅 需 利于 定理 4.2， 留 给 谈 者 作 一 练习 。 
推论 3 AIOROA), B, g) = 1, W I) 19060). 
事实 上 ,出 假设 (1 gd 有 
и(х)Кх) + u(x)g (x) = 1, 
以 g. (x) Ж БХИ 
UCI JGL) + VOGO) = фк). 
HE Кх) gga), #k f(x) EERUN, 从 而 
Кх)\өәбх), 
推论 4 3 f(x) (х), 0х) [90х), B Gs fa) = 1, MJ 
ҺО) (x) 190), 
事实 上 , 因 (fo h)=1, 所 以 
(x) (x) +ua(x)hÚ (x) = 1, 
以 g(x) ЖОГУ 
WX (XIX) + и,(х)%Сх)дСх) = 90). 
再 由 整除 的 假设 ,不妨 设 g) = q (x) (х), g(x)= Сх) (х), 
并 分 别 代 入 上 式 左 边 第 - ,二 项 得 到 
ш(х)аз(х)ћбх) (х) + EIT REDNESS Fax) = 9(x), 
显然 , fax) 整除 左边 两 项 ,因而 全 (x)fs(x) 19(x)。 


з в 


4, Ж(/,0) Rula) v(e), р 
ибх) (т) жо) дб) = (Fra). 
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(i) f(a} = xt 2 dr detl, 
аб) = х?- 
GD /(х)=*-2, 
аб) = (2-1), 
2. 设 d(z) = ц(х)/(т) +00) (х), B 4 (а) fdl) а (а), 求证 ， 
d(z)E f(z) 与 g(z) 的 最 大 公 因 式 ， 
З. к) В ОК. ИН 
(f(z)h(z),ə2(z)h(z))= (Fs ghle). 
4. Rir), s(z) 不 全 为 替 ， 且 n(z)f(z2) + e(z2)g(z) = rg), ЕЙ, 
(u(z),e(z)) = 1, 
5. tdle) NEL f(z) = fy(z)d(z), об) = 94(z)d (z), Н 
(Л) =1, ЗЕЙ]: d(z) = (f,9). 
6. RIER а(х)є КЇх], B }(х)+0, 证 明 ， 车 对 任 一 适合 条 件 
102) 19:00) з (z) 的 多 项 式 92(z) 都 有 f(z)|gə(z), N (f, gi) = 1, 
T. 设 СР), ө(2)) =1, 求证 , (f(z)g(z),f(z)+g(z))=1, 
8. (2), EEKi] ПАЖ. ШВ, BOE EAA 8 
Рб) або) Ж (=)! а(ж) 的 多 项 式 g(z) 都 有 ЛЛ 5) ®1. 
9. IDM B G) 与 9(z) 互 素 , 则 а") 与 g(z") 记 互 素 ,其 中 四 为 
任 一 正 整数 。 


2-1, 


$5 分解 因 式 定理 


在 中 学 代数 课程 中 ， 将 一 个 多 项 式 分 解 成 因 式 的 乘积 〈 称 为 
“分 解 因 式 ?), 总 要 进行 到 “不 能 再 分 ?时 为 止 。 然 而 ,怎样 才 算 “不 
能 再 分 ? 呢 , 当 时 并 未 加 以 追究 。 本 节 将 讨论 一 元 多 项 式 环 中 的 分 
解 因 式 问题 ， 首 先 , 须 给 “不 能 再 分 "一 个 明确 的 定义 。 


一 、 不 可 约 多 项 式 及 其 性 质 
定义 设 pP(x)EK[x], 且 deg(p)>1。 称 p(x) 为 K 上 的 可 
约 多 项 式 (或 p(x) HKA), WR p(x) 能 分 解 为 K 上 两 个 次 数 
比 р(х) 低 的 多 项 式 之 积 。 否 旭 , 称 р(х) 为 K 上 不 可 约 多 项 式 (或 
POOR KETE). 
.185 . 


“АЈ”, НАНЕ АВЕ, Ф, р(х) =х2-2, О E 

的 多 项 式 , 它 是 不 可 约 的 ;但 作为 R 上 的 多 项 式 ， 芭 是 可 约 的 。 办 

HER HRA FREER: 
р(х)=х%-29=(х+/' 2 ух-м' 2), 


EURI, EMRE ETARTE LAST Ea. Ий 
者 予以 注意 。 


不 可 约 多 项 式 在 分 解 因 式 中 是 重 要 的 ,下 画 是 有 关 它 的 性 质 。 
СТАЖ TAP ER RRE), 
命题 1 设 р(х) ЄКох?, deg(p)>1, MpK ñf # — 
P(X*) 只 有 形 如 c 与 cp(x) 的 因 式 .其 中 c€ K. es 0. 
DERI Жї: 设 xX) 为 p(x) 的 任 一 个 因 式 , 记 
р(х) = q(x)6(x), 
因 р(х) 不 可 约 , 山 定义 必定 有 
ева) = deg(p) 


RE 

deg(¢) = deg(p), 
从 而 只 可 能 是 deg(g)= 0, Ф(х) = cf(c 关 0) 或 者 

ф(х) = ср(х)(са 0), 
再 用 反 证 法 证 朋 充 分 性 。 芳 不 然 , P(x) 可 约 ,出 定义 存在 
р(х)є K[x1, дев(р,)<Чев(р), (1=1, 2), 

使 得 

р(х) = pi(x)p+( x), 
H deg(p:)<deg(p), W&p(x)secp(x), В йїр,(х)+есү(с=0, 
ci 过 0)， 这 与 假设 条 件 矛盾 , 从 而 P(x) 应 为 不 可 约 多 项 式 。 


命题 表明 ,不 可 约 多 项 式 的 因 式 只 有 两 种 , 4226 
ARDER RE, 

命题 2 E) УК LEIRTAK Wy K[x] 中 任何 
.186 . 


EIRIG), WAP, RA (р,!)=1, А 

СЕЈ рх) 不 可 约 ， 由 命题 1， 其 因 式 只 有 c 5 cp(x) 
两 种 (c 益 0)。Yf(x)EKE[x]J， 如 JE cp(x) Б Кх) A А К, H| 
р}, 如果 cp(x) 不 是 Kx) Е, W) pGx) У Кх) 的 公 因 式 只 有 
ЗЕ р, = 1, IEE, 


DE RIKTE ARIE E ARERR H A R 
KEEWRARRESEER. 


命题 3 р(х) J K LDJASH J iS, ИА] 
(x),9(x) EKLX], 
RE pija, WURA pli RA plg. 

GESI Р{р(х) 不 可 约 , 出 命题 2?, YiCx)E Kfx1, 或 者 pI 
或 者 (p, 力 = 1。 前 者 P 上 十 缚 论 的 一 部 分 ;车 是 后 者 (р, )=1, 
XR plig, 由 定理 4.2 的 推论 3, DA p|9, 证 毕 。 

命题 3 表明 ,一 个 木 可 约 多 项 式 若 能 整除 两 个 多 项 式 的 乘积 ， 
则 必定 能 整除 其 中 之 一 。 利 用 数学 归纳 法 可 将 它 推广 。 

REY 若 P(x) 为 K 上 的 不 可 约 多 项 式 , 则 对 

PCO, 6), 56, XIE KE[x], 22, 
只 要 р f RAER РА, ЗФ) 为 
ҺО), Falx), +, 0) 


中 的 某 一 个 。 


二 、 分 解 因 式 定理 
TERRIA RRR EREM, 
定理 5.1 ix) EK[x], H 4ев(]):>1, 则 
G) fx) 必 可 分 解 为 K 上 上 的 有 限 个 不 可 约 多 项 式 的 乘积 ， 
Gi) 如 时 
Кх) = px) P(X) PK) = (XTX) (х), O 
Жн, р(х), @(х)(1=1,2,+-,з;у=1,2,.е,у K ERRI 
约 多 项 式 ,那么 s=t, 且 活 当 调 换 因 式 的 次 序 后 有 
p(x)=caq(x),1=1,2,-, s, 
197. 


Д саа 1,2,5, х) К БААРА ЗА. 

【证 明了 (i) СА) 的 次 数 作 归 纳 。 当 deg(f)= 1 时 ,注意 到 
一 次 式 总 不 可 约 ， 故 结论 成 立 。 假 设 对 次 数 小 于 的 多 项 式 结论 
成 立 , 当 бев) =n пф, 如果 х) 不 可 约 ,其 结论 已 经 成 立 ; 如果 
Кх) 可 约 , 即 有 


їх) = f COL (x), 

其 中 deg(f,)<deg(f) =п(1=1, 2), 由 归纳 法 假设 , ЛС) (д) ТЇ 
DRAE 上 的 有 银 个 不 可 约 多 项 式 的 乘积 ,不 妨 记 为 

F(x) = pi(x)p (x): DX), 

Ак) = Pir x Prp), 
其 中 《x)Ci=1,2,…, 8) 为 上 上 的 不 可 约 多 项 式 .将 上 两 式 合 
起 来 即 可 得 到 f(x) 的 分 解 式 

f(x) = р(х)р:бх)--р,(х), 

由 归纳 法 原理 ,结论 (i) 得 证 。 

Gi) ж} (1) 式 中 不 可 约 因 式 的 个 数 s EB 纳 ， 当 s=1 时 ， 
Кху=р(х) 不 可 约 ， 故 必 有 = 1, Кх) = рух) = (х), 结论 成 
立 ， 现 假设 当 分 解 式 中 不 可 约 因 式 的 个 数 为 3- 1 时 结论 成 立 ,由 
(1) 式 , PE) la Csala) aC), ВЕ 37, р(х) 必 能 整除 
ах), а(х), +, g(x) 中 之 一 ， 适 当 调换 它们 的 次 序 ， 可 设 
p.) |a (x), B q,(x) 也 不 可 约 ,所 以 

р(х) = суаү(х), %0, (2) 
将 (2) 式 代入 (I) 式 并 消去 两 边 的 a(x), 得 到 
Pa(x)…puCx)= criqa (x) (x), 
HDMI з-1=1-1, Bp 
з= (3) 
县 适当 调换 因 式 的 次 序 后 有 
р(х) = сиң(х), ai= 2,8,.., 8), (4) 
综合 (2),(3),(4) 式 ,理由 归纳 法 原理 即 证 明了 (ii)。 ЖЕ, 

定理 5,1 表明, K 上 任 一 非常 数 的 多 项 式 必 可 分 解 为 上 有 
限 个 不 可 约 多 项 式 的 乘积 ， 县 若 多 许 分 解 式 中 的 因 式 相差 一 非 零 
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ЖЗ Р, Жу з-д. {Н &, жн 5.1 并 未 给 出 具体 的 分 
解 方法 ,实际 上 ,适用 于 所 有 多 项 式 的 分 解 因 式 的 普遍 方 法 是 不 在 
在 的 。 然 而 ,即便 如 此 ,定理 5.1 在 多 项 式 的 理论 中 仍 有 其 基 本 的 
重要 性 。 

Жо) 分 解 式 中 的 每 一 个 不 可 约 因 式 的 首 项 系数 提出 来 ,使 
之 成 为 首 一 多 项 式 ,并 将 相同 的 不 可 约 因 式 合并 写成 千 的 形式 ， 

Кә) = cpE(x p i)e (5) 

其 中 , сњо 是 1(x) 的 首 项 系数 ，Pi(x) 是 首 一 是 互 异 的 不 可 约 多 
W r 大 正 整数 人 = 1, 2,6,8), 

称 (5) 式 为 Kx) 的 标准 分 解 式 , 它 由 1(x) 唯一 确定 。 


Z, RAR 
定义 ” 称 不 可 约 多 项 式 p(x) KEMAN) МЕШ 因 式 (К 
为 韭 负 整 数 ), 如 果 p*《%)|f(x) B. POH 
当 k=9 时 , р(х) 根本 不 是 天 x) 的 因 式 ; 当 k=1 时 , 称 p(x) 
为 天 x) 的 单 因 式 !: 当 上 >1 时 , 称 p(x) 0 Кх) НШ. 
容易 证 明 , 若 忒 x) 的 标准 分 解 式 为 
Кх) = apt Opx) р(х), 
00 рех) Jë Kx) 的 请 重 因 式 人 = 1, 2,…,s)， 但 由 于 没有 一 般 的 
方法 去 求 标准 分 解 式 ， 因 而 判别 多 项 式 有 无 重 因 式 的 问题 就 要 另 
外 商法 加 以 解决 。 为 此 ,引进 “ 导 式 ”的 概念 。 
ЖХ Ипай 
Қх) = ах" + а, "l+. +@Х+@, 
其 (一 阶 ) 导 式 定 义 为 
пах" + (и = 1)а, X? +5 + а,(и2®1)у 
rœ- 
9 (п=0), 
由 定义 ,不 难 验证 下 列 关 于 导 式 的 公式 成 立 。 
G) (f(x) +g(x)) = (х) +97 (х); 
(i) (f(x)9(x))' = (х) (х) EIO E) 
Сејх) = ef (х), са 01 
+ 189. 


Өн) (f(x) = МКТ!) (ху (k 为 下 整数 )。 
称 了 (xX) RERA ICO BORER WA I) 9 УО СА); 
Pk POO KERA K) WERE B O ЕЙ R 
Р(х) = (7090900), 
其 中 ,天 为 大 于 1 的 正 整数 。 
显然 ,一 个 n 次 多 项 式 的 导 式 是 ~… 个 (n ~ 1) 次 多 项 式 ; 它 的 n 
阶 导 式 是 一 个 非 淮 常数 ; 它 前 (n+1) 阶 导 式 是 零 。 
定理 5.2 若 不 可 约 多 项 式 p(x) 是 fx) 的 RARES), 
H| р(х) 是 六 (x) (0(®-1)җҖ ж. 
DEWI ШЕ 
IG) =р"(х)а(х), 
其 中 , p(x)ta(x)。 对 .上 式 求 导 式 得 
f(x) = kp 1x) p(x)gx) +рч(х) (x) 
=p* (Xkp (XX) +р(х)4 (ху), 
BAR, реба) 1 бх), 但 POORE OOA) +p (ху), ЛИШ 
Ж р(х) [кр'(х)абх), р(х) 不 可 约 ， Н p(x)ta(x), 由 命题 3 可 
得 p) [kp G), 但 这 是 不 可 能 的 。 综 上 述 ,，p*-tx)|FY(x) 且 
рх) (x), 
好 pCx) Ж (х) 的 (- D RIQ, 证 毕 。 
АЛМ НЫС DEH, PRAHEM p) 是 ](х) 的 章 
因 式 , 则 p(x) 不 号 了 (x) 的 因 式 。 
Р ЭНӘ ЕШ АО. 
推论 1 不 可 约 多 项 式 p(x) E: JGx) 的 重 因 式 的 完 分 必要 和 
PEE р(х) 为 Kx) 与 Cx) 的 公 因 式 。 
推论 2 f(x) 无 重 因 式 的 充分 必要 条 件 是 (x), '(х))=1, 
Pe 2 给 出 了 一 种 利用 多 项 式 的 导 式 判别 多 项 式 有 无 重 困 式 
的 方法 。 在 $7 中 , 还 将 介绍 借助 手 矩阵 的 另 一 种 判别 方法 。 
出 定理 5.2， 还 可 得 到 一 个 去 除 多 项 式 中 因 武 重 数 的 方法 . 设 
玉 x) 的 标准 分 解 式 为 
|. 190 . 
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JEX) = арх) x) pax), 
出 定理 5.2 可 知 ， 
(IG), PED = ATEO К) ри), 
5 
Фа) = {Юу = ариб ех), 
将 B(x) 与 大 x) 作 一 比较 可 见 ，4(x) RERE S Кх) 完全 相同 
RIET ARR, T EEA KARRA ‚ ЖХ) 5 
BN КОКЕ, BJ ФО), ир N A Е. 
B] RR (х) = х5- 1009 – 20x? – 15x— 4 H Q БЕ y fE 
式 。 
【 解 】 РО) = 5х0 302 – 40 – 15, 用 轻 转 相 除 法 可 得 
(fx)，P(x)) = ха + 32 + 3х1, 


5 


#09 pyn, 


则 $(x) У JG) 具有 完全 相同 的 不 可 约 因 式 ， 在 人 @ 上 , $(x) 有 标 
准 分 解 式 


Ф(х) = (х-4)(х +1), 
RAI (f, ') = Сох + 1)%(-— НИСЕ, A ERRET БИЙ ЕШ, 
了 7 中 各 因 式 的 重 数 ) РЕ f(x) 在 马上 的 标准 分 解 式 为 
Кх) = (х-4у(х +14, 


= m 


1. О Кз 是 Ki WJ (K S K.) € p(z) {р Ki 上 不 可 约 , 求证 
р(х) 在 KK LETIH. 

2. 设 p(z)€ Klz], H deg(p)>1, 如果 对 下 [x] 中 任何 多 项 式 (2)， 
或 者 pif, WE (p. f)= 1, 求证， p(z) KLAE 
р(«)Є К|х], B deg(p)>1. 4 
的 多 项 式 (к) (ж), HF pif RE р! 

4. ТНА, wif] Ca) (8 2JiUg 


所 人 有 满足 pl78 Ж КІ 
p(z) 在 区 上 不 可 约 ， 
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5. ИЯ! оба) С) уа (т) ae). 

6. 2 HESIEN VAR RUCHE УХ, 
(1) Ка) =xt- 2r- a- 4r +12; 

Gi) f(z) = +241, 


Л. R РО) 54r- 4s- Te- 2, TIB /(х) ЖО БИЧЕ ЕКА, 


$6 多 项 式 函 数 
定义 设 


HX) = akap Xl + аух+аЄКЇх],ЬЄК, 
记 
КЬ) = a,b” +a, 1+ Hab + Go, 


FRIO) H KO ЖЕ x= b 处 的 值 。 


OQ; 


ЕЖ, СКЕ K ЕЙ. 其 结果 ТОР) 自然 是 


正中 的 一 个 数 。 


定义 RIOEK], 消 对 中 前 每 一 个 数 b, 都 使 之 与 
5) 对应， 则 多 项 式 1(x) 就 定义 了 K EHAR I), 称 之 为 多 项 


хаб. 


特别 ,当下 是 实数 咸 时 ,其 上 的 多 项 式 函 数 就 是 数学 分 析 中 的 


多 项 式 函数 。 


按时 上 述 定义 ,车 两 个 多 项 式 相等 , 则 这 两 个 多 项 式 函 数 了 世相 


等 。 反 之 如 何 ?下 面 的 讨论 将 回答 这 一 问题 。 
由 多 项 式 运算 的 定义 及 (1) 式 ,容易 得 到 
命题 ] 设 1(x),g(x)EK[x], 车 
шх) = 0х) +g(x), ох) = f(x)9(x), 
MJ Vb€ K, EH 
ив) = (6) +906). u(b)= fKb)g(b). 
386.1 ОЛЯ) 设 1(x)€K[x], b€ K, WJ 
Кх) = 40х)(х-6) +00), 
Hop а(х) [х]. 
192. 


I 证 明 】 根据 带 余 除法 可 设 
1х) = а(х)(х-Ь)+е, 
其 中 q( EK[x], сєк, Bl be K, 由 命题 1 应 有 
f(b)=e, 
即 有 
Кх) = а(х)(х-Ь) +f), 
ER, 
推论 《xb)1fCx) 的 充分 必要 条 件 是 f(b)=0。 
定义 PKH O 为 多 项 式 Kx) 在 五 中 的 零点 或 根 ， 如果 
f(b) = 0, 
据 此 定义 ， 上 六 推论 可 改 述 为 :5b 是 I) 的 根 的 充分 必要 条 
件 是 (x 一 b) 是 了 x) 的 因 式 。 于 是 可 进一步 定义 玉 重 根 。 
定义 ЖЬ) К RAR, MURO bE Fx) BJ k IN 
式 ， 当 =1 В, КЪА, H k>1 А), ЪЗ. 
定理 6.2 КЕ n(n2:1) 次 多 项 式 在 K 中 最 多 有 个 不 
н. 
DEBMI Wb, br, es, bw Jë f(x) BJ m КАВ, ШЕ 
述 推论 应 有 
(х6) 0х) 《7= 1 2, 5, т), 
注意 到 x -bl xb, X- bm ПН, А 
fx) = (x-bi)(x = 0r) (x—b,)q(x), 
Жор, a(x) 是 K 上 一 非 堆 多项式。 比较 上 式 两 端 多 项 式 的 次 数 可 
msn 证 毕 。 
显然 ， 零 多 项 式 在 下 中 有 有 无穷 多 个 (不 同 的 ) 根 。 注 意 到 零 次 
多 项 式 无 根 及 定理 6.2 可 知 ,对 数 块 上 的 多 项 式 来 说 , 仅 零 多 项 式 
才 会 有 无穷 多 个 (不 同 的 ) 根 。 
定理 6.3 WAI), g(x) 是 K 上 两 个 次 数 不 超 过 # 的 多 项 
х, 
10) = (6) (t=1,2, ,n+1), 
Bop bi, bz， ее, В Æ Kh ERARI Z, WI 
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Кх) = 9(х). 
[证 明 】 а Ах) = 0х) х). BR, Вх) W RK 
ТАЧ п, НВ 
ВЫ) = 0, (01,2, 56, n+1), 
мх) 有 ntl 个 不 同 的 根 。 据 定理 6.2， 只 可 能 是 RX)= 0, Вр 
Кх) = g(x), wE, 
数 域 忆 中 有 无 穷 多 个 〔 不 同和 的 ) 8. KERTEK 
天 Xx) 与 gCx) 相等 ( 即 Vbe К, A f(b)=g(b5)), 则 由 定理 6.3 5 
然 可 得 ， 这 两 个 多 项 式 f(x) 与 9(x) 也 相等 。 这 就 回答 了 本 节 开 
始 后 不 久 提出 的 问题 ， 总 之 ; 数 域 上 的 多 项 式 ， 既 可 当 作 形式 表 
达 式 , 亦 可 当 作 多 项 式 函 数 。 当 作 形 式 表 达 式 , 僵 于 将 多 项 式 的 理 
论 用 于 线性 微分 方程 等 其 它 数 学 分 支 ， 也 为 定义 与 讨论 一 般 域 上 
的 多 项 式 匡 定 了 基础 ;而 当 作 多 项 式 函 数 , 则 便于 运用 数学 分 析 的 
方法 如 以 处 理 。 
ЖАЛЕ К Ен, х 为 符号 ， 易 知 ,，“ 形 式 行列 式 ? 
ЈА, АЕК E пато, ВНА 6.2 可 知 ,K 中 有 无 穷 
ЕЛЬ, ВЫ, А 为 非 异 阵 。 利 用 这 一 点 ， 可 将 对 奇异 阵 的 讨 
论 转化 为 对 非 异 阵 的 讨论 。 
BL ABCD К Буп И, B AC=CA, 证 明 ， 


I p [5142 св 
= !Ар- СВ, (2) 


с р 

【证 明 】 (i) 车 4 为 韭 异 阶 ， 则 结论 成 立 ( 见 第 二 章 定 理 5,1 
推论 2)。 

Gi) 着 扫 为 奇异 陈 ， 则 在 KK 中 有 无 穷 多 个 b, Ы, нА у 
非 异 阵 ， 注 意 到 ， 由 4C= C4 可 得 (I+ A)C= C(bI+ A), 再 利 
用 GD 的 结果 ,应 有 有 

ia PÉ KOL + A)D- CB] (3) 
с р М 
记 
Ф 形式 行列 式 与 通常 数字 方 阵 的 行列 式 定义 相同 。 下 ~… 章 将 详 壕 ， 
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T +A Bí 
=) р, #00 = [GT +A- СВ], 


ЖЯ Кх), gx) НИИ 的 多 项 式 。(3) REH х) 与 
9(x) 在 KK 中 无 穷 多 个 点 上 的 值 相同 , 据 定 理 6.3 可 得 x)= g(x)。 
特别 , 令 x=0, В 00) = 0900), 此 即 
{А B! 
[c D, 
“前 已 述 ,对 于 数 域 , 多 项 式 与 多 项 式 函 数 无 须 加 以 区 别 ， 在 
那 吐 。 奉 不 出 形式 上 定义 的 多 项 式 较 之 多 项 式 函 数 的 慨 念 有 有 何 拓 
广 之 处 。 然 而 ,对 于 其 它 的 “ 域 ” 人 情况 并 人 不尽然 ， 于 而 仅 头 舍 丰 两 
个 元 素 的 “有 限 域 ” Z; 加 以 说 明 。 
在 集合 Za = (0, Ipp, Е 了 如 下 的 "四则 "证 E$ 


= lAp-CB|, wg, 


0+1=0, 
# Zs 为 含有 两 个 元 来 яшн, 或 简称 Za 为 有 限 城 。 
ОКК „ИДИ е WEARER 
A,X” ах" +++ + ах +a 
H Z, WEHR Дон @Є2,(1=0,1,+-,я),х J fh НЕ 
有 关 的 约定 及 名 闻 部 与 数 域 上 的 多 项 式 完 全 相同 。 倪 如 
0х) = D +0х= х3, 
а(х) = Їх +х=х® х, 
都 是 Z, 上 的 多 项 式 . 
仿照 本 童 前 面 各 节 的 讨论 ,可 以 证 明 , 有 关 数 域 上 多 项 式 的 一 


навс Жар 5.3 ИШ К 22 е w. 其 
h, Ла" БЕРЕ ЖЇН”. {Н 
是 ,值得 注意 的 是 ,在 Z; адан, 而 两 个 多 


项 式 基 可 以 不 等 。 
B], Ка) == 19 ыу g(x) =: = Te 27, БКИ 1) 0 
+199 ‹ 


йз, 然而 ， 和 由 它们 定义 的 Z, 上 的 多 项 式 函 数 Kx) 与 9(x) А) 
ЁШ. RRE, 000) 0-00), (1)=1542(1), ШЖ} Z B 
EER, f(x) 与 9(x) КИЙНИ, 

不 难看 出 ,引起 上 述 差 别 的 原因 在 于 ， 数 成 中 有 无限 个 元 素 ， 
ШЖ Z 让 只 有 两 个 元 素 。 

在 有 限 域 Z 上 可 以 清楚 地 看 到 ,多 项 式 较 之 多 项 式 男 数 的 概 
念 更 广 ,它们 之 问 欧 区 别 下 好 说 时 形式 地 定义 多 项 式 是 必要 的 。 


чз m 
1. RIO ОАК Et n KZT nal aE К. ЖШ, 
а) = а) +/'а)2 a + бау EF 


же + рау E70 


2. Жїй,1+а+ 07 
3. 求证, а 是 f(x) 的 是 
а) = f' (a: f%-D(a) =0,ft(a)*e0, 


4. Жо fr (z) ЕЯ, ЖШ, a 是 
аб) = Аа Г) + f'(a)1- (z) + (a) 

的 一 个 上 +3 重 根 ， 

5. АА) É КФ. п>1, E Pla). RE ЈО) Ang 
Ж. 

6. 应 用 二 项 式 定理 (1+ zjn= сй сір etr. t onlan- жсри" НЕЙ 
(а) е) +2о3д + tnet Ж ЎЎ Воз п. 21, 

ел 

T. РО) ARK LUSTR Н. 
f(z)= f(z—c), cE К,с0. 
证 明 ; f(x) ERER, 

8. iz A.B 为数 成 区 上 的 同 阶 非 
B5SFB-t+ A" 

3. RA 
ERTE. 
.1% - 


М, RUE ДЕРЕК, В АА+ 


ER e, IE T +e A Wi Tat 


$7 复 ( 实 ) 系 数 多 项 式 ,多 项 式 的 友 阵 


木 节 讨论 的 基础 是 一 般 数 域 上 多 项 式 的 分 解 因 式 定理 以 及 代 
REKEM 

代数 基本 定理 ”任何 次 数 不 小 于 1 的 复 系数 多 项 式 必 有 一个 
复 ( 效 ) 根 。 

这 一 定理 四 Gauss 所 建立 ， 由 于 其 纯 代数 的 证 明 元 长 且 需 其 
它 知 识 , 而 在 * 复 变 西数 沦 * 课 程 中 可 以 简单 籽 证 明 它 , 故 这 里 就 不 
证 明了 。 


一 、 复 ( 实 ) 系 数 多 项 式 的 分 解 因 式 定理 

利用 余数 定 再 的 推论 ,可 将 代数 基本 定理 访 述 为 :任何 次 数 不 
МНЕ а x- ele 为 复数 )。 

由 此 可 知 ,对 于 复 系数 多 项 式 , 仅 一 次 式 是 不 可 约 的 ,因而 ,其 
分 解 内 式 定理 如 下 。 ñ 

定理 7.1 任何 (1 次 复 系数 多 项 式 f(x) (在 复数 域 上 ) 
必 有 唯一 的 标准 分 解 式 : 

Ка) а Co)" а) 
其 中 а, Ж (кх) B EARI су1=1,2, 6 DIERAN 
r(i=1,2,-2,1) 

PEER. 

ЖЕ AR fi ОВЕ, ТТМ З ШЛУ. 

推 沦 а>) ЙА п М, 

定理 ?7.2 (HTS) 次 实 系数 多 项 式 (在 实数 域 上 ) 必 有 
叭 一 的 标准 分 解 式 ， 


Куа, Ц (ко ËI Оё рк + @)', Ө! 


Жор, а, E CG) 的 首 项 素数 ; с, (1=1,2,+-,5) Жору, u GEL 
191, 


S DMP м1, 2,6, 6) ZLOG 1,2,06, 0 ЫЕ 
ЖЖ НҢ ярж 不 可 约 , 即 
рў-44<0(}=1,2.+-,1), 
DENI 设 复数 ?是 实 系数 多 项 式 fx) = ах" +в, as tes 
жах + а, 的 根 , 即 
Кр) а ab tab lt +ab+a = 0, 
BRIE), 山 于 
1@) = або + а. 1б" пета Ва 


1 +ар Хау=0=0, 

BF, Бш (x) ил, BREM, {ЕЗ C) ЫЙ. b 与 了 的 
ЖЖП. ОАА СТ КОК K) 看 你 复 系数 多 项 式 J， 可 知 
ЛОТЕ Ке 


По) а, Д.б оу }} (xb Mab 


Жез, а, OO HAWER с(ї=1,2у.+, 9 AER R BO 
i=l, 2, e, 5) RUGEL, 2, o, REER b (j= 1,2, 
ODRE. X 
(х—Ь,)(х —Ё,) =x (by +b.) х+Ъ,Б, 
对 实数 域 不 可 约 , 记 
p= = (bytb), a=b j=1, 2,1, D, 
显然 pnu HEZ, Шорў—44,<0(/=1,2,.-,1), Б], (2 
得 证 。 
推论 对 于 实 系 数 多 项 式 , 仅 一 次 式 以 及 形 如 
x? +рх + 4(р®- 4q< 0) 
HOAREKA. 
TTAR RUE ЕЕ ЕЕ ор ЫЙ 
Pbi, bz, o, ba 是 复 系数 多 项 式 
Қх) = ах" tan XLA +ах+а, 
B) n АМИН, 431， 由 定理 7,1， 
FX)= 4x— bx be) (x—b,), 
«198. 


比较 上 式 两 问 同 次 项 前 系数 ,可 得 


а, 


b+ bt tb, = Yb = = t, 
A 


biba + biba t'e + bb, + bbst+ + b,_ b, 


= Эре бей, 
Iinea ûn 
J bbaba e (— 0) es, (3) 


а 


ват, Се 1)" 


这 一 组 式 子 给 出 了 复 系 数 多 项 式 根 与 系数 之 间 的 关系 , 称 为 Vieta 
aR, 


二 、 两 个 多 项 式 的 公 根 问题 

两 个 多 项 式 有 无 公 根 的 问题 ， 在 几何 及 工程 技术 问题 中 都 会 
通 到 ,这 里 介绍 一 种 判别 方法 。 先 引进 多 项 式 的 友 阵 的 概念 。 

由 于 任 一 复 系数 多 项 式 都 可 等 于 一 个 数 和 上 一 个 首 一 多 项 
式 ,为 方便 起 见 ,在 讨论 有 关 根 的 问题 时 ， 总 假设 所 讨论 的 多 项 式 
是 首 一 多 项 式 。 


定义 设 
f(x) = хаух + архи h qta, x +a, (4) 
是 数 域 乓 上 的 多项式 (函数 )， n>1, f n š Frobenius 阵 ， 
0 Tan, 
10 та} 
F=| iso о: |, (5) 
w 0-а; 
1 -a | 
ЖЕ Кх) 的 友 阵 。 


MU f(x) = x 一 2x?+3 的 友 阵 是 
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0 0 -3 
| 10 | 
01 2 4. 
出 行列 式 的 计算 可 知 ， 
а, Е|=](ху, (6) 
Ат, Р |5 F (ЖЕРЛЕ x JES SE. (ORBE 
ЕСТЕ А 
定义 ШЕ К) атна, ус! ++ + a + ap ВК ЫЙ 
多 项 式 , mn>>1。A 为 天 上 的 方 隆 , 记 
КА) = оАо, А+. +a A Hals, 
кш, ЯА 523845 ERER ШЕ, SE) 39838, 称 CA) 
为 Kx) HE x = A RIR GERD IE, 
Ш СА) 的 定义 ,显然 可 得 到 如 下 的 命题 。 
Ф PARK LEIR к) ох) МО) к) 使 得 
х) = Кх) +9(х), Кх) = 0х)0(х), 
则 对 天 上 的 任 -- 方 阵 A, ЮЖ 
КА) = СА) +0СА), КА) = КАСА). 
定理 7.3 (Barnett) BIE), 900) 是 首 一 的 复 系数 多 项 式 ， 
ао) =n>=1, deg(g) =m2=1, F Jà JGx) 的 友 阵 , 则 
(0,9) =1 KFR. 
ПЕП 由 条 件 ,不 妨 设 9(x) 的 标准 分 解 式 为 
Фб) Ц 609, 
根据 命题 1， 
IPI] E-U, 
两 边 取 行列 式 ,得 到 
IJR- GhI”, 
注意 到 是 人 x) KAR ORTA, 
. 200 . 


1Е-©„1=С-1у!4„-Е|=(-1у}(54), 
(71,2, 5,8), 
于 是 得 到 
Ig(F)I0€ESE) (El, 2, e s. 
HI 7С) 007 = 1,2,…,s) 表 明 Кх) У ORAR, Gg), 
证 毕 。 

下 列 推 论 是 显而易见 的 、 

推论 1 ), 9(x) 是 首 一 且 次 数 不 小 于 1 的 复 系数 多 项 
ЭК, F OHIO 的 友 阵 。 Mü GO 与 g(x) ЖИД ESE) 为 奇异 
СА 

推论 2 HI) АУТАР А ЖИЛИК, Р 
为 天 x) 的 友 阵 。 则 АС) 有 重 根 => f'(F) 为 奇异 阵 。 

由 于 在 定理 7.3 中 f(x) 与 g(x) 的 地 位 是 对 等 的 ， 故 若 互 易 
它们 的 位 置 ,相应 的 结论 自然 也 成 立 。 

在 利用 上 述 结论 去 判断 多 项 式 有 无 公 很 (或 量 根 ) 时 ， 主 要 的 
一 步 是 计算 友 阵 的 矫 。 下 面 介绍 当 虱 指数 上 不 超过 友 阵 了 的 阶 数 
nn 时 ， 求 ?的 一 种 简易 可 行 的 方法 一 一 先 求 出 F* 的 第 1 列 ， 再 
电 第 工 列 推出 第 2 列 ， 由 第 2 列 推出 第 3 列 …“…， 直 至 推出 第 和 
9). 

将 到 НЈУ Б Е = (Bu, Bz，…, Ва), 不 难 证 明 


B=FB (Ј=2,38,--, n), (7) 
事实 上 , В Еа Frobenius 阵 , 故 对 J=2, 3, 56, в, 有 
€= Беу, 


于 是 ， 
В, = Е*е,= Е*(Ее,_ 1) = Е(Ё*е,_ 1) = ЕВ, 1, 
(7) 式 给 出 了 F* 中 后 一 列 与 前 一 列 的 关系 。 
又 
Bı = F*e,= FxrI(Fel)= Ера ss 
_ [Fe = ea У k<n ўз 
- 34 к=п, 


(8) 
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JUT, a 是 的 玉 列 商量 ，(8) 式 给 出 了 求 5* 的 第 1 列 的 方法 。 
例 1 Hasiat ga) =t- ERARE 


101 注意 到 deg( 力 >deg(9), 为 了 使 得 在 计算 友 阵 的 将 时 
不 出 现 窗 指 数 超过 阶 数 的 情形 ,我 们 作 С) 的 友 阵 
0000 -1 


1000 0° 
F=: 0 100 о |, 
0010 0 
0 0 01 -1 


并 考察 (Р) 的 非 异 性 。 由 (7)、(8) 式 易 得 
g(F)=F21-F+4Fs 


09 0 0 -1 1 0 0 0 0 1 
ооо 0 -1 ~1 0 0 0 O 
=| i 0 0 0 0 |. 0-1 0 0 0 
0 1 0 0 0 o 0-1 0 O 
0 0 1 -1 1 0 0 0-1 1 
40000 4 0 0-1 2 
©4000 -1 4 0 0-1 
+1904 0 0|= 1-1 4 0 0 
000 4 O 0 1-1 4 0 
ооо al 0 0 1-2 6 


注意 到 9(F) 是 严格 对 角 占 优 降 , 故 |[g(F)|==0, ЯТЫ KK) 55 g(x) 
没有 公 根 。 


AEL MER E Cx) 的 友 降 
ral? 5) 
(071), 


кв) 4 2) 
ИУ: 


#E 


ою. 


ВА УСЕ) 非 异 ,也 能 得 到 天 x; 与 gx) 设 有 公 

计算 Pi 的 高 次 知 ЕТЕ 大 于 Fi 的 阶 数 ), 当 了 的 阶 艇 ; 

麻烦 ,但 在 下 一 举 将 看 到 , FY 可 化 为 Fi, 而 7 不 超过 FF; 的 阶 数 。 
#2 解 方 程 组 


A 四 
名 一 14x2 十 9x2 二 28x 一 4 一 5=0。 
【 解 】 将 (9) 改 写 为 
人 (10) 
02 2(7х +2)у + I + 28х 5) = 0, 


视 方程 左 端 为 关于 的 一 元 多 项 式 , 记 
100) = 02 (Ох уу (А2 135—3), 
9.00) = ®—2(1х +2)у+ (9х2 + 28х - 5), 
ЛІШ, (хо, з») ЕНЕ «==» vo А foly) H 9.0) 的 公 
很 。 
注意 到 7.00) 的 友 阵 为 
(: 一 (4x2+13x -3) ) 
F= ， 
1 7x+2 
由 Barnett 定理 的 推论 1 可 知 ，fs(y) 与 ge(2) 有 公 根 的 充 要 条 件 
Ж 9,(F)|=0, В 
|F2-2(7x+2)F + (9х2 + 28x— 5), | = 0, 


经 计算 ,上 式 为 
5х?+15х-2 28x3+99x2+5x 一 6 
7x+2 44x2 十 13x +6 o? 
亦 即 有 


—24х(хХ-1)(х+2)(х-2)у=0, 
故 其 根 xe 可 为 0 1，- 2，2。 将 和 =0 代入 (10), 得 到 
-2y-3=0 
ство, 
# = 1, HO, -1 为 (9 的 .个 解 。 用 问 祥 的 方法 可 得 (9) 
的 另 三 个 解 起 (1, 2), (-2, 1), (2,3) FÆ DEACONIN 
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个 解 ， 
(0, =1), (1, 2), (=2, 1), (2,3) 


чз а 


1. 设 3 次 多 项 式 F(z) = х®+ pr tarir 有 有 一 根 是 其 余 琴 证 之 和 ， 求 
证 ; р? 4ра +8r = 0, 
2. $И(х®+а+1)|(/,(®у- xzf(z3)), НЕ, 
-DIAE 8- DIa). 
3。 设 3 次 多 项 式 f(z) 51+ pa? + qa + r КИЕЛИ ОЛДИ. ЖШ, 
2p-9pq+2Tr=0, RZANI? 
4. 用 定理 了.3 判断 
Ф Хе) (ж) 是 否 有 公 以 ， 
(х) =at +2 3224 r- ll, gla) = x ++ ly 
Gi) f(z) = Gatta- 1 ETA ER. 
5. 证 明 ; z + pz+ ge0 有 重 概 «ә 4p + 2Tg = 0 
6. 用 定理 了 .3 技 出 S) 与 g(z)》 GARAE 
/(z)=z+pz+tq, g(z)=zt+2 т+р, 
Т. RE p W f(z)=z"-pe-l tj g(z)=sz"+ ra p 
n>2, 
8. 证明 ;对 压 何 有 理 数 be PA a0, 必 有 有 
4° + 265+ 0 一 6abgcs0. 


《提示 + 注意 到 т*-2д%+- ба TRAA SiN 并 应 用 Barnett 定理 ,) 


$8 有 理 系数 多 项 式 


有 理 系数 多 上 项 式 的 分 解 因 式 虽然 有 不 少 应 用 ， 然 而 比 起 复 系 
数 与 实 系 数 多 项 式 的 分 解 四 式 却 要 复杂 得 多 。 因 为 ， 复 系数 多 项 
式 的 不 可 约 因 式 都 是 一 次 式 ， 实 系数 多 项 式 的 不 可 约 因 式 最 多 是 
二 次 式 ， 然 而 ， 却 存在 任意 次 的 有 理 系 数 多 项 式 对 有 更 数 域 不 可 
Bi. KERRE- E. 

对 任 一 有 有 理 系 数 多 项 式 f(x)= а„х" + a, XT ++ HUN gy 
.204 . 


ДЖО) МАТ а, 的 分 母 的 最 小 公 倍 数 c, WJ cf(x) 就 
其 一 个 整 系数 多 项 式 。 
定义 ” 称 整 系数 多 项 式 Kx) 为 本 原 多 项 式 ， 如 果 f(x) 的 各 
个 系数 的 最 大 公 因数 是 I。 
引 理 1 两 个 本 原 多 项 式 的 情 积 仍 是 本 启 多 项 式 。 
DEWI 设 
х) = а„х* + а„_үх"71 ++ + ах +4 
#(х) = Бх" +6, "l+... + bx + bo 
基 两 个 本 原 多 项 式 ,如 果 
Кх) (х) = e, tm +o, ХР qc H Co 
不 是 本 原 多 项 式 , 则 со, су, …，cnrm 的 最 大 公 因数 4 看 1。 设 Pp 是 
4 的 一 个 素 因 子 。 因 为 区 x) 是 本 诛 的 ,所 以 ?不 能 同时 整除 (x) 
的 所 有 的 系数 ， 不 妨 设 
plan, plar, es. piar, Ba 
XH g(x) WER, ET z 
plbo, plor, e, ploris ptbs, 
而 
Crey = ta, baa t ib. i + by + абу ү 
Жау ++, 
上 式 右 端 除 ab, 以 外 的 各 项 都 能 被 p 整除 ， 所 以 plasby, 于 是 
рза, plb,, БВР, К 儿 x)g(x) 是 本 原 多 项 式 。 
证 毕 。 
引 理 2 设 非 零 的 整 系数 多 项 式 fOe) 在 有 理 数 域 C 上 可 约 ， 
Лу f(x) 必 能 分 解 为 两 个 次 数 较 f(x) ERE RAE NR RA. 
【证 明 】 由 假设 
f(x) = g(x)h(x), а) 
其 中 , g(x),h(x) MEO ЕЮ, Н. g(x).h(x) 的 次 数 都 小 于 
Кх) 的 次 数 ， 设 c 是 9(x) 的 各 个 系数 的 分 母 的 最 小 公 倍 数 ， 记 
<9(х) =1(х), W 0100) 是 整 系数 多 项 式 . 把 gi(x) 的 各 系数 的 
RA AAR d Ш, чй х) = d(x), Ш (x) 最 然 是 本 原 多 项 
+205, 


式 ,于 是 ， 


g(x)= ES GK) = sela), (2) 
其 中 ,= 是 有 再 数 。 同 再 ,可 将 h(x) 写成 如 下 形式 ， 
h(x) =), (3) 


其 中 ,上 大 有 理 数 , VO 是 本 原 多 项 式 ， 将 (2)、(3) 式 代入 (1) 式 ， 
得 到 . 
f) = фу (ж) = TE AWCE), O 
Дае Еа 

因为 f(x) АЖҚ, DA ФО (ж) 的 每 一 个 系数 cs 
йип ЙЕНЕ n ШЙ, Emin T, ЗРАДА с, ШЙ n 
整除 ,又 出 引 理 1, Pa) 也 是 本 原 多 项 式 ,所 以 n= 上 1, 于 是 
(4) 式 化 为 


Кху=(+тф(хууКх), 

Жир, tmel) 与 {(х) КЕК, НИИ + f(x) 
的 次 数 。 证 毕 。 

定理 8,1(Eisensiein) 设 整 系数 多 项 式 

Қх) = ах" +a, x" l+. +a +a (а,з=0, п2>1), 
如 果 存 在 素数 了 ,使 得 plai=0. 1, 2, e, в 1), pka,, HP} 
BJ f(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 。 

ПЕ 1 车 不 然 , 即 f(x) 在 上 可 约 , 别 由 引 理 2, Кх) 有 分 
ER 

Ї(х) = (bix? ++ БЫ) (сых eo), 
Др, 6,,;(1= 0,1, -.,17=0, 1, 5, т), В.т, 
1+т=п, 550 
On =b,c,,, а= Басо, 

由 假设 pla, 所 以 [ро З р [соз 但 因 рас, k р REE m 8 B$: 
bo 与 ca, 不 妨 设 了 [bs, 但 рісо, 

另 一 方面 ， 由 假设 p+a 于 是 ptb, 进而 可 以 断定 ， 必 存在 
KOKSI), 048 р]007= 0,1, 5,6-1), 但 pHbs。 考 察 f(x) 
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中 x* 的 系数 
а, = baco + by-iCi + 6см, 
B к<1<п, HEIER A Dlan KERRE bco 以 外 的 各 项 
都 能 被 整除 ,所 以 也 应 有 P|bsco, 而 这 与 ptco、 р}, BFE. 0 
Кх) жо ржу, 
证 毕 。 

由 定理 8.1, 可 物 造 出 任意 次 有 理 系 数 多 项 式 ,在 有 理 数 域 上 

不 可 约 。 例 如 
F(x) =х"+рх+р, 

Жор, п 为 任 一 正 整数 , р 是 素数 。 正 因为 如 此 ， 故 讨论 有 理 系数 
多 项 式 的 分 解 因 式 相当 复杂 ,至 今 还 没有 什么 好 的 解决 方法 。 


习 


l. i£ p RES RE z" ~ p 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

2. 证明; 

D 如 果 有 更 系数 多 项 式 f(x) E ERTH, 则 f(z + ) 在 9 上 也 不 
BEA 

Gi) 著 忆 为 素数 , 则 atre- trti ERTH. 

З. 求证 f(z)=zt~2z+3 在 Q 上 不 可 约 。 

4. 求证 , ра? pz+ (2p= D) 在 Q 上 不 可 约 (p ЖЖ). 

5， 设 pb pa … р, ЖЕЗ ЖШ, т>1, RE ратро ЖЖ 
是 有 理 数 。 

6. X aran, on 是 互 异 的 整数 。 求 证 ， 

Ка) П ба) -1 


在 已 上 不 可 约 。 


$9 多 元 多 项 式 
为 了 实用 上 的 需要 及 处 再 问题 简化 起 见 , 以 下 均 设 xy xo, е, 
x, ЕЛЕ ОВК Вр п УЕН, kaspapas 为 一 个 单项 式 。 
其 中 ,a € R 称 为 此 单项 式 的 系数 ;im ERNEK, 4 aw0n, K 
хт. 


Эй. дүр ху [ШКО = l, 2, 56, п), MPR k= ky tka t e tky 
为 此 单项 式 的 次 数 。 

如 果 两 个 单项 式 中 的 所 有 x, 的 次 数 对 应 档 同 , 则 称 这 两 个 单 
项 式 是 同类 项 。 问 类 项 的 次 数 必 定 相同 ， 但 反之 不 然 ( 见 下 例 (1) 
式 ) 这 种 情形 在 一 元 多 项 式 中 是 不 会 出现 的 。 

一 些 单项 式 的 和 

ЖО, Xas бе, Xa) = Уды, Ае, 

НОН), 在 不 致 混淆 的 情况 下 , 简称 为 多 项 式 ， 也 
记 为 Kx)。 今后， 我 们 总 认为 n 元 多 项 式 中 的 备 个 单项 式 彼 此 不 
同类 , 也 就 是 同类 项 已 进行 了 * 合 并 《 即 所 有 同类 项 前 的 系数 已 相 
Ж). 

在 ht 元 多 项 式 中 ， 称 系数 非 零 的 单项 式 的 最 大 次 数 为 这 个 多 
项 式 的 次 数 。 例 如 , 三 元 多 项 式 

Оц, Ха, хз) = X1X2X3 — Xaxi — Зра +х] O) 

的 次 数 是 5。 | 

如 果 ?元 多 项 式 中 不 存在 系数 非 零 的 单项 式 ， 出 称 它 为 办 多 
5, 

ЖХ пд }(х) 与 9(x) 相符 ， 如 果 它 们 同类 项 的 
系数 全 都 对 应 相等 。 

命题 1 KRK Еп жЩ SA, xa, +, ха) 0а» 
Xas +, Xa) 相等 的 充分 必要 条 件 是 , 对 于 中 的 任 一 组 数 6&1, 52, 

Е, Ers е, Ea) = 9061, 62,7, 6). 

【证 明 】 必 相 性 是 显然 的 ,下 面 证 充分 性 (对 n 作 归纳 )。 

4 n=l, f 与 9 为 一 元 多 项 式 ,由 8 6 的 讨论 可 知 ， 命 题 成 
x 

今 假设 命题 对 # -1 元 多 项 式 成 立 。 由 于 #- 121, 可 设 


(Xu Kes os Ka) = DE pam 
= Даб, ла, т, Xe ss (2) 
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有 яз, се, Xa) = КР „хрх xe 
‚Жуба, оа, (3) 

Аир, аха, Xa, =, Xani) Вб, Хз, те, Xn-1) 为 元 数 不 超 过 
п-1[ йз (i=0,1, 56, ту j=0, 1, 06, $), Вабо, 
кух) #0, b,(xi, Xa, е, Xaa) it ДҮ ШЫЙ гез, ИЭО E, 
因 а„(ху, Xz, е, ха 1)200, WARE K PRA ЕЙ) 
хо, х}, те, хш, {# or 对， хк) 550, 由 命题 的 假设 条 件 ， 
Vx,€ K, 应 有 

ЗО, ху, +, хаш. ж) EGRI Kar +, шу, х), 
Вр 

Cr 

йд ХР х, 的 两 个 一 元 多 项 式 相等 ， 即 可 知 r>s 是 不 可 能 
的 。 棚 仿 地 ,可 证 r<s 也 不 可 能 。 于 是 (2) 与 (3) 式 可 写成 


B 

IC, xa, ее, хь) = Храбр, хаз, ход), (4) 
+ 

#(х, аут Xa) = DX, жа, зү), (5) 


ШЕКЕ xsi X =Ë, =, холе 6,100, 
《4) СЗ) КАСТР х, RER, 类 似 于 “r = ДОНЕ ШТАТ 
Ж, Võis Ëa 57, 5. 1ЄК, ШЕ 

(bls ёз, =, Вад) = bi 52, 0", Er-1) 
(= 0,1, =, r) 

出 归纳 假设, 可 以 断定 а,(хл, хә, +, ху) j Ба, хо, +, хл) 
相等 , 即 аах ухо» Xaa) 与 DC(xbxz "sxn-1) 的 同类 项 的 系数 
全 指 对 应 相等 。 再 注意 到 (4)、(5) 两 式 , ШО О, xz，…，xo) 本 
gxis ху. е, Xa) 的 同类 项 的 系数 也 全 都 对 应 相等 ， 

俏 个 n 苑 多 项 式 相 加 ， 即 是 将 它们 的 同类 项 的 系数 相 加 。 鲍 
如 


Xl о. ха) +] + хх, 
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KA, An, ta) Mat Tiata BA 
А 
Оң, х2, хз) + g(X1, Xas Ха) = XÅ + б — Tx X3 — 2хух, 
W + ИН ЛЕ, ВПО А — Л 
эКИ, ЕП ЖОНДИ. АИ 
Гор, ха) = Bx} ху +, 
gxi, Xa) = 1-50, 
BI x1, X22902 , X2) = ЗА 4хйх + 2хухй д, 
前 已 述 ,在 多 元 多 项 式 中 , 次 数 相 间 的 单项 式 可 以 不 同类 , 故 
无 法 对 其 中 的 单项 式 按 次 数 给 遇 一 全 自然 排列 顺序 ， 这 给 许多 问 
是 的 讨论 带 来 了 不 便 ， 下 面 引 入 字典 排列 法 ， 它 能 给 多 元 多 项 式 
中 的 单项 式 以 路 一 确定 的 排列 顺序 。 
BA ху, ха, +, Xa 作为 自然 硕 序 、 对 于 薄 个 不 同 的 单项 式 
xT 《6) 
Bl 《7) 
ЖЖ k=l, ka ml, е, К, =, k,>1,(s2>1), ШЖК (6) 先 
(ТУО) РСВ). РШ, 337833 харб 先 于 22% 09, b 
RL REM ИАЛ АЖИ Ж, Oh ВЛ Р, 
单项 式 之 间 的 这 样 一 种 先后 关系 具有 传递 性 。 设 另 有 一 单项 
式 
схе, (8) 
车 (6) 先 于 (7), (MEFO), 则 不 难 证 明 , (6) 必 先 于 (8)。 
将 多 项 式 中 的 各 项 , 按 上 述 规定 的 先后 顺序 排列 , 称 为 字典 排 
列 法 。 例 如 ,多 项 式 
Кх) = Sxlx; + 2жўхйх+ — xixixi + xixpa ү + Хх] 
就 是 按照 字 与 排列 法 排列 的 一 个 《元 7 次 多 项 式 。 
按照 字典 神州 法 写 出 的 多 项 式 的 第 1 项 , 称 为 多 项 式 的 首 项 ， 
由 上 例 可 见 , 首 项 的 次 数 未 必 就 是 多 项 式 的 次 数 。 
命题 2 Оа, хола) 30,901, ха +, х„) яе 0, 则 乘积 
f(x ха, эе, хо) Оң, эң, е, в) 的 首 项 等 于 了 的 首 项 导 9 的 首 
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项 的 乘积 . 

【证 明 】 фрахүхйе ау d bxpxieexi 分 关 是 1 与 9 的 首 
项 , 则 a0, 60, Мр схт"хтб xme 与 dxTxg xi 分 别 是 了 与 
9 的 任 一 其 它 单项 式 , 则 f(xi, ж, +, хо) цо Xan е, Ао) ЧАЙДА 
项 式 无 非 是 下 列 四 种 奖 型 ， 


архе нн te (9) 
айх нн (10) 
cbxmthym+t эз, arn 
сөзи re.. yaten, (12). 


Вена exi 先 于 схе хе", ЩЩ (9) 先 于 (11) ,又 由 于 
хрх} xa 先 于 ахгар xf， 故 (9) 先 于 (10)， 且 (11) 先 于 (12)。 
再 由 传递 性 可 知 ,(9) 也 先 于 (12)。 于 是 (9) 先 于 (10)、(11)、 (12), 
即 (9) 是 乘积 19 的 首 项 。 证 毕 。 
由 命题 2 显然 可 得 下 列 推论 。 
推论 1 ШЖ fO, xa, +, Xa) 0, (р, ха б, Xa) 0, MÜ 
x1s хз, Hts хо)9 О ка, хо) ав, 
推论 2 如 果 
其 xl Xos tty ха ж, се, X.) 
= (ху, ха, +, х), ху, х), 
В Вх, ху, =>, х,) 0, 则 
Тб, Kar се, Xa) = ЙО, Kgs зе, х,), 
下 面 介绍 齐 次 多 项 式 的 概念 ， 
定义 О, xa ++, х„)}& s 次 齐 次 多 项 式 或 = 次 迎 , 如 果 
(ху, Xz,…， Xs) 的 所 有 单项 式 都 是 s 次 的 。 
‚Ий, Dam 称 为 一 次 型 或 线性 型 ， 为 usos 称 为 二 次 
型 ,又 如 Зх} +} Ж 4 kan, 
BA WASIKA KAN REMETRE IR, Eh w ЖОЙ 
于 这 两 个 多 项 式 次 数 的 和 ， 
任何 一 个 二 元 多 项 式 都 可 唯一 地 天 示 为 若 于 个 齐 次 多 项 式 之 
Zll. 


这 只 要 把 所 存 次 数 相 同 的 单项 式 集合 在 一 起 就 能 得 
。 例如 

Кх, ха, Хз, X4) = AXIA + Хх; — хрх + Хз + 2x3 + х{ +6 

= (Фейх +x) +C- xxi ха) 
+ (хх, + 2х5) + 6, 

这 里 ,f(x1, X2, хз. ч) Ж 4 ИОМ, 3 次 理 、2 次 型 与 雷 次 型 之 和 ， 

命题 3 BESC, а, е, х) 50, абуха) зе 0, ШЕ А 
其 xxa ө, дб, ху, ез X.) 的 次 数 等 于 了 的 次 数 与 9 的 次 数 
之 和 。 

【证 明 】 设 了 与 9 的 次 数 分 别 为 与 如 先 将 了 与 9 ЖН 


齐 次 多 项 式 之 和 ， 
ÍO. ха, +, Xn) = ф(х\, хр, ч Ke) ++, 013) 
90,03, +, Xa) = р, Xos os Ka) + ees ал) 


Hop, óG, ха, +, xn) 为 次 型 ，(13) 式 中 未 写 出 的 部 分 都 是 次 
数 比 小 的 齐 次 型 ! 其 xl, ха, …， xn) 为 上 次 型 ，(14) 式 中 未 窟 册 
的 部 分 都 是 次 数 比 t 小 的 齐 次 型 。 因 为 
СЕСЕ) 
= Ф(ху, о, зе, ха) Са, Ху, зе, Kn) + es 
其 布 端 第 一 项 为 (s+) 次 型 .其 余部 分 都 是 次 数 比 s+t 小 的 齐 次 
型 ,所 以 天 Xi о, Xa)9《X1s Xos Xn) 的 次 数 为 8+ 二 


§10 对 称 多 项 式 


在 多 元 多 项 式 中 ,最 有 用 的 是 对 称 多 项 式 。 
定义 Оа, xe, +", X.) HORF Xis Xor r, x, ӘКЕ 
项 式 . 如 呆 对 任何 1], 1<i., jan, 全 有 
Кх, 5. МА я, ery Xa) =i Xi, s X, ©, Ж, э), 
例如 ,xxz + xixa вр ноху сха + хх 是 齐 次 对 称 多 项 
FÑ; о + X1X3 + X2Xs рохо 是 非 齐 次 对 称 多 项 式 。 
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ДЕ п ЙК ОЙ H, К n 个 多 项 式 是 最 其 木 的 ， 
ЕЕЕ +x = Жл, 
і 


0, = XX; 十 XIX3 + + + XXa FXX + б Ху Хь 
= © x, 
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G, TKX? Xna 
Ж о, cz，…， 0, 为 初等 (或 基本 ) 对 称 多 项 式 。 
Ж бйз, Yars Ya) 是 任 一 多 项 式 , 记 
9091, Gzy ty Op) =], хс, Xa). 
出 由 于 每 一 个 о, 都 是 (关于 xi, ха, …，x 的 ) 对 称 多 项 式 ,又 对 称 
多 项 式 的 和 与 积 仍 是 对 称 多 项 式 ,所 以 fO, хә, +, хо) 也 是 对 称 
多 项 式 。 这 一 结论 的 逆 也 是 正确 的 。 
定理 10.1 对 于 数 域 K 上 的 征 一 对 称 多 项 式 Oa, xa, сз, 
х„), DERAK 上 唯一 的 一 个 多 项 式 gG, эз, s Va), W 
Ох, ха, ее, Xa) = 9004,90, +, б„), (1) 
【证 明 】 先 证 存在 性 。 设 了 x1, хо, е хо) СВЕЧА) 
的 首 项 为 


0 ` @) 
由 于 了 是 对 称 多 项 式 , 故 必 有 
>h >, (9) 


事实 上 ,车 不 个 ， 有 HH<HG<k)， 则 由 了 的 对 称 性 可 知 ,! 中 必 有 
另 一 项 
eben 
但 这 一 项 先 于 (2), 从 而 与 (2) 为 首 项 的 假设 相 饿 盾 ， 所 以 (3) 式 成 
由 (3) 式 , 作 关于 xi X 


1 


s Xn EDR: 
Toir Eg Xi, Ха, +, Ж), (4) 
s хь 的 对 称 多 项 式 , 卫 易 知 91 的 首 项 恰 


-h 


а: 
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ap TEC тее aa a ) = ayasa", 
即 与 了 的 首 项 相同 ,所以 多 项 式 
һ=1-4 
前 首 项 必然 后 于 了 的 首 项 , B B Л 也 是 关于 ха, хә, ++, х 的 对 
称 多 项 式 ,其 系数 仍 在 K 中 。 对 重复 上 述 做 法 ， 并且 继续 下 汉 ， 
就 得 到 了 K 上 的 一 串 对 称 多 项 式 : 
=}, f= fo- gis fas fi ga, "° 
县 f 的 首 项 后 于 了 -1 的 首 项 人 = 1,2,6), 
设 хрх өх" 是 任 一 了 (1>1) 的 首 项 ， 则 因 它 后 于 1 的 首 
项 , 故 有 
hække k>, 
ЖЕ БАИН ki ki e, k, 只 能 有 有 限 个 , 所以 多 项 式 二 不 能 
无 限 地 构造 下 去 , 即 存在 正 整数 9 ВФ 7, = 0, 从 而 
== +9 ++ з =й + +++ +g, 
由 于 每 一 个 9 都 形 如 (4), 故 可 将 1(X1, x, ++, x.) RRA 初 等 
对 称 多 项 式 的 一 个 多 项 式 ， 
1=g(01, Or, t, 0n), 
да, Yas "e Ya) 即 为 所 求 的 使 (1) 式 成 立 的 K 上 的 一 个 多 项 式 。 
再 证 叭 一 性 。 设 gO, Vas r а) ВС, 2 s УЙРЕК 
上 的 多 项 式 ,使 得 : 
ЈО, җа, e, Xa) = 00010, 02, On) 
= (01,02, 0e)。 (5) 
令 
ФО, 的 
则 (5) 式 即 为 
出 (ol，0z，…，On) = 0, ‹8) 
著 ФО, эз, hs WEERA D 
Фал», е, зы) = сурсе + byi yg ya 
жесири, с) 
其 中 , a,b, =, 爹 不 为 堆 ， 日 所 有 的 单项 式 彼此 不 同 关 。 考察 
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Ф(01, Oz, 7,0), 由 

асрор" oi = ахү'(хух; у'* о Саа) + oe 

= акниет, „ди е хө ge sosy 

以 及 

Боор} = bxpthtettaghtiite оре gt in хів 

copog. ol = CX Ht tre Xe 和 p, 
并 注意 到 (7) 式 中 无 回 类 项 ,可知 

ao} ayok, Бонор е0» 以 及 cotton. ot" 
的 首 项 互 不 相同 ,因此 
Ф(01, оз, ++, Om) Ou 
这 与 (6) 式 相 矛 盾 , 故 991, эз, s у) ЯЕ, ДИП 
9С о», Ya) =, Yas т, 92. 
证 毕 . 

定理 10.1 也 称 为 对 称 多 项 式 的 基本 定理 ,其 存在 性 的 证 明 部 
构造 性 的 ， 可 用 来 将 对 称 多 项 式 表示 为 初等 对 称 多 项 式 的 一 个 多 
项 式 。 

例 1 设 n>3, 试 将 对 称 多 项 式 

хх E Xixa FKU + 5 + X1X, + ХХ H t БК + Хх 

жщ 二 和 二 二 

BRÈ д1, ga，…， ou 的 多 项 式 。 

UW) 用 定理 10.1 证 明 的 方法 。 对 首 项 zx， fE 

04—10) = o 0, = (x) +X2 + FX )(XiX2 + ХХ + == T No Xn) 

= (Exi)(2xixa) = хро + 3Zxixoxay 
W 
®хїх; = o g, — SExixoxs = 0103 — 303, 

3 п КИЧ, ОКУУ Е ЕАО, MRA EREE” 
比较 方便 。 下 面 以 齐 次 对 称 多 项 式 为 例 加 以 说 明 ， 

例 2 将 对 称 多 项 式 


зд xx (J, 1<1, Уи) ЯВ ЁЛ) n 56 3 次 齐 次 对 称 多 


Ф ®хїх, 
BiR 


1. 


ЈО, tty Xn) = Хх 
ЖОЙ д, 0з, …， 0, 的 多 项 式 。 
【 解 】 因为 1 是 元 4 次 齐 次 对 称 多 项 式 ， 训 车 它 的 首 项 为 
x 
上 十 下 二 二 
E 
Ue 21,220. 
G) 3 n=2 f, fGa, x2) == 
Gi) 当 n=3 时 ， 由 定理 10.1, f(x, ха, хэ) ФЙ 01, 02,03 
的 多 项 式 的 整个 构造 过 程 可 如 下 家 所 示 ; 


出 现 的 
Ра СР 可 能 的 首页 8 8 的 @ 
230 хый ao 时 
811 Axbaxs Аоф-101101-Атоз 


其 中 4 为 待定 的 系数 。 且 此 时 有 了 = 外 + 纪 ， M 
oa0a。 
在 上 式 两 边 取 xj =xa=xa= 1, 解 得 4= 一 2。 所 以 
xixi + xixi + хх = 02 20103, 
GH) 当 n2=4 时 ， 同 Gi) 一 样 , ЈО, ха, +, Xa) 表示 成 ol， 
91, >, ov 的 多 项 式 的 构造 过 程 如 下 表 所 示 


ОТТ E É Ú o, 


х, 


其 中 4.8 均 为 待定 的 系数 。 于 是 有 


®хїх$ = 0} + Ao Gy + Во, 


ТЕЛШ i= х= x = 1, x = x: x. = 0, НА = 一 23 
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PẸ xxxs l, хах =х,=б, ХА B= 2. ЁШ 
Exx} = 05 ~ 200; + 294, 

当 所 给 多 项 式 非 齐 次 时 , 可 先 将 它 表 示 成 若干 个 齐 次 型 的 和 ， 
然后 再 用 待定 系数 法 。 

定理 10.1 在 讨论 多 项 式 的 根 与 系数 的 关系 时 ， 亦 经 常 被 用 
到 。 

例 3 ei, с, s Cs 是 数 域 K 上 nn 次 多 项 式 hCx) унф 
(ні), 

G) 求证 ,对 天 上 任 一 个 天 元 对 称 多 项 式 HXi), {Н 


有 
Fleis ca, Ca) ЄКу 

Gi) Rx) = хе ар ++ +a, ЖИ а, as, =, Oa R 
出 h(x) 的 所 有 复 根 的 平方 和 。 

【 解 } 

G) Ол, ж, o, х„) 对 称 ， 由 定理 10.1, f 可 唯一 地 表示 
成 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 ， 

Қр, хз, =, Xa) = (O01 Ogs ++, Onde 

从 而 

Кв, е, s> co) =9( 50, > сс, esia) 

£ U айе El 


又 由 Vieta 公式 可 和 
es D ЕЛ! 
ERT K, 所 以 
Hen, св, ==, en) € K, 
GD 特别 令 Kx xo е, xO) = Урф, ADAR 
Dt=07 -20, 

从 而 a n 2 
Eo- (do) - B oe). 


= 140474 
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青 利用 Vieta 公式 ,可 知 


21915 (0-а) - 2a = 0f- 2a, 


3 
1. ЖКК £ S SR JS RHS Ñ onn, съ 的 多 项 式 ， 
(i) Ухїтхн 
Gii) Zzbzjzszo 
Gii) Zagen 
(iv) 3zjzazs、 
2 已 知 zt+ozd+Brs+eoz+d=0 有 了 两 很 的 积 等 于 另 两 根 的 积 , ИК 
Babed 之 间 的 关系 。 
3, Ез + ран gr+r=0 的 根 是 с co с, 试 求 一 个 三 次 多 项 式 
Қа) = z + ах? + bz + c, 使 得 f(x) 的 根 从 好 是 ob сї, 


L (ж), ф(х)є Ка]. А deg(6)2>0. 证 明 ， 存 在 ci(z)E 天 [z] 
(=0,1,.-,Ё), 使得 
f(z) = cala) (z) + сас (х) фк) + =: tor Br) + соба). 
其 中 e,(z) = 0 RË deglo) <deg(6); BRR e,(z) (i =0, 1, es k) 
f(z)5 ple) 8—00, 


Гб) ур аб) 4 存在 适 
2. 证明: 车 ҮРӨ, 及 让 5 的 次 数 部 大 于 堆 , 则 必 存 在 适合 条 件 


deg(u)<deg (giy) iet )<deg ( о) 
的 多 项 式 u(x).v(z), 使 得 
u(z)f(z) + v(x) 9 (7) = (f, 9) 

НИШ u(z).u(z) 由 Аа) 与 (ж) 唯一 确定 。 

3. Че )>1, EI: f(z) 等 于 某 个 不 可 约 多 项 式 p(z) 的 ka>) 
次 置 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任何 多 项 式 9(z)， 必 有 (f,9) = 1 或 者 

HOIHO] 

(m 为 某 一 正 整 数 )。 

A. E ah а» ts Ge 是 互 不 相同 的 数 ， 
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A 1971 - " 
fay. 0) 93 Аа) «-1,1,- ‚яу, 
求证 
G) ala) = 0009,7 1,2, п) 
GD иб) =L | 
Gi) AERAR bu Б, +, ba BEESTE 
ц) 21 bigla), 
使 得 
Lo) =, (1,2,0). 
称 这 个 L(z) 为 Lagrange ИВЛ, _ 
5. ж A= БАА» ~, АТР, ЖР ПИЙ (р PP= РР! = 
Т) Aas Aas es An 是 一 组 复数 。 求 证 , 必 存 在 多 项 式 f(z)、.9(z)， 使 得 
=), AAA). 
6. 设 at an, an 是 次 首 一 多 项 式 f(z) 的 根 。 
шг 
И (а, on)= H (0-а), 


а. 
RE 
Plans ases а) = СЛУ ро) (а) Кан) 
GD 记 
ss ob (KERR). 


求证 ， 
5 ш б бар 
аата Ja (o DPD aefa) 
Sn-1 Sa SB2n-2 
T. ü s= $1а,&=0,1,2,+°, 证明 下 列 年 顿 (Newton) AR: 


га 
BSL S00 — у-у} е + ( 1) 81до + ( 1) оу 0 
(а ALn H)! 
Sa = SOT + 5р-20а = Sraa + +{ —1)"8,-„о„=@ 
( 当 Ав). 
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第 五 章 方 阵 的 特征 值 特 征 多 项 式 
与 最 小 多 项 式 


本 章 介 绍 在 迎 论 上 与 工程 技术 上 都 有 广泛 应 用 的 方 阵 的 特征 
值 的 概念 ， 讨 论 它 的 一 此 应用。 引进 与 特征 值 相 联 系 的 方 阵 的 畦 
征 多 项 式 的 概念 ， 介绍 著名 的 Hamilton-Cayley 定理 以 及 与 此 定 
埋 相 关联 的 方 阵 的 最 小 多 项 式 的 概念 。 


$1 特征 值 与 特征 向 量 


一 、 特 征 人 的 概念 

ЖИЙ ЕМЕН, 最 早 是 一 个 物理 概念 , 是 Laplace 在 十 九 世纪 
为 研究 天 体力 学 \ 地 球 力学 等 而 引进 的 。 这 一 概念 ,不 仅 在 理论 上 
极为 重要 ,在 技术 科学 领域 里 , 它 的 应 用 也 是 多 种 多 样 的 .事实 上 ， 
在 讨论 报 动 问题 (如 机 梳 鬼 动弹 性 体 振动 、 电 磁 波 震 药 ), 天 体 运 
行 问题 及 现代 控制 理论 中 ， 才 涉及 到 特征 信 问 题 。 下 面 从 数学 上 
引进 这 一 概念 。 

例 1 求 二 次 齐 次 画 数 Ü) ae ER DALL 
(RIDHI, т, ауан, j= 1 2, pn) 

【 解 ] 用 Lagrange 乘 效 法 。 考 虑 多 元 函数 

Fe 和 a) 
ШЖ. x, o, x, 是 极 值 点 , 则 
дЕ дЕ 


ўр" Каш ({@=1,2,+-,п), 
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ш =9 афа 3752-1, ш 20-0 (01,5, 


… ,容易 得 到 


Sagx- 0 CE=1,2, =, n), а) 
jal 
шпа A= (айз, 则 (1) 式 可 以 写成 
Ах=\х, (2) 
ш 
(М, A)x=0. (3) 


其 中 ,x= (оу, хо, 6), HE х0 (р х/х = 1), 

这 样 ,寻找 РО, xa，…，xn) 的 极 值 点 的 问题 ， 化 为 寻找 方程 
组 (2) 或 (3) 的 非 零 解 的 问题 。 能 使 方程 组 (2) 或 (3) 有 非 零 解 的 数 
和 以 及 相关 的 非 零 解 x， 就 是 下 面 要 引进 的 方 阵 扫 的 特征 值 与 特 
征 向 量 。 

从 现在 起 ， 和 如 果 害 阵 和 4 的 元 索 均 取 自 某 一 数 域 K， 则 称 妇 是 
ЖЫК ERER К ЭНЕҢ, ШЇ. ДАК п 维 列 ( 行 ) 向 量 x 的 分 
RIRH K, 则 称 x 是 K 上 的 n EAGAR. 

ЖХ #А=(а,)„„„ 是 数 域 K 上 的 nn 阶 阵 ， 和 如 果 让 在 数 
K€ K ШЖК ЕЙ) п ЗЕЕ x, 使 得 

(М„- А)х= 0R Ах= Ах), 
则 称 x 是 4 的 特征 值 ( 或 特征 根 ), 而 称 是 属于 ， 的 特征 向 量 (有 
时 也 称 入 是 相应 于 特征 向 其 * 的 特征 值 )。 

ЖМ, -А АКИНГЕ, М, -4| 为 4 的 特征 多 项 式 ， 
以 js(%) 记 之 。 由 行列 式 的 定义 可 知 ,，fs(%X) 是 次 数 为 # 的 首 一 多 
MR. М, -Ai1=0 为 4 的 特征 方程 (有 时 也 称 |Ms 一 4| = 0 为 
么 的 永年 方程 或 长 期 方程 ,这 是 由 于 天 文学 上 的 原因 )， 

根据 方 得 组 的 理论 ,容易 知道 , 数 域 K E Hy ER A 的 特征 值 就 
是 其 特征 多 项 式 在 K 上 的 根 ;4 的 属于 特征 值 Xe 的 特征 向 量 就 是 
齐 次 方程 组 Chl 一 4)x=0 的 记 有 的 非 零 解 ， 它 们 有 无 限 多 个 。 今 
后 ,你 齐 次 方程 组 Al- 4)x=0 的 任 一 个 基础 解 系 为 4 的 属于 特 
ПЕ 的 极 大 线性 无 关 特 征 向 量 组 。 
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例 2 RINE 


1-1 1 
<}; 3 -) 
1 1 1 
ОРНА, ЗК Н А р ЧАН ОСЕ 035 АМЕ 
向 量 组 。 

【 解 】 因为 4 的 特征 多 项 式 
А-1 1 -1 
-1 А-3 1 
-1 -1 А-1 
所 以 4 的 特征 信和 是 ， = 1, ja = 和 = 2。 

对 М = 1, 齐 次 线性 方程 组 


0 1-1\/х, 0 
oo -2 j = 人 
-i1 -1 0/\хҗх ° 


的 一 个 基础 解 系 是 
-1 
| | | 
1 


所 以 ,属于 М = 1 的 极 大 线性 元 关 特征 向 量 组 为 (一 1 1, 1, 
对 和 =2, 齐 次 线性 方程 组 
xı 0 
11) 
X3 0 


1 1-1 
oo -1 :| 
所 以 ,属于 M=? 的 航天 线性 无 关 特 征 向 量 组 为 (1, 09,1) 与 (0， 


-1 -1 1 
Врх tx; = ху= 0 的 一 个 基础 解 系 是 
1,1y. 

222。 


[м,-А| = =A- D2), 


813 RIKE 


з 1 O 
A=| -i 10 
-1-12 


ПОА А Е Ар АНИ {АШ ERRER at 
а. 

【 解 】 与 例 2 一 祥 , 容易 算出 由 3 一 A| = (А-2), 而 属于 和 = 
2 的 极 大 线性 无 关 特 征 向 量 组 是 (1， 一 1, 0)7 5G, -1,1y. 


二 、 特 征 值 与 特征 向 量 的 性 质 
并 非 数 域 上 的 任何 方 降 ( 存 K 于) 者 让 特征 值 ,例如 , 实 方 阵 
( cos sing ) 
A= ， 
—sin0 соѕ ө 
在 实数 域 上 无 特征 值 。 但 是 , ОТА, АЕ Ба 
式 ， 如 由 代数 基本 定理 可 知 它 必 有 有 个 复 根 ， 于 是 关于 特征 值 的 
存在 性 有 如 下 的 结 沦 。 
命题 1 数 域 K 上 的 任何 4 阶 阵 必 有 n 个 复 的 特征 值 。 
特别 地 ,对 于 于 阶 ( 实 ) 对 称 阵 , 可 以 证 明 它 的 3 个 特征 值 全 是 
定理 1.1 对 称 阵 的 特征 值 全 是 实数 。 
DEWI ҖЫ АЖЕ ОШ, 设 % 蚌 4 的 任 一 特征 值 , x 
是 属于 入 的 特征 向 量 , 则 
Ах = \х, хае, (4) 
对 上 式 两 边 转 置 其 加 ,得 
х'А! = 人 (5) 
出 假设 4 是 ( 实 ) 对 称 阵 , 即 A = А” = A, 所 以 (5) 式 可 每 成 
ХА =, (6) 
(4) АСВ xr, СЭЗ MD R x, 即 得 
Х'Ах= \х'х, 
wAx= x, 


路 以 КЕ 
(А -А)х/х= 0, 

由 于 x0, # х'ха0, ТАА, Вр А R — 3. 证 毕 。 

虽然 定理 1.1 的 证 明 比 较 简单 ,然而 在 历史 上 ,这 个 定理 的 证 
明 曾 被 认为 是 困难 的 。 当 时 ， 这 个 结论 的 提出 (作为 猜测 )， 甚 至 
使 一 些 有 名 的 数学 家 感到 “惊异 ”， 而 企图 论证 这 一 定理 所 用 的 方 
法 也 是 错误 的 。 例 如 ，Laplace 运用 了 时 间 的 无 限 性 这 一 物理 概念 
来 论证 这 一 数学 命题 ! 甚至 提出 这 一 命题 的 Cauchy(1829 年 ), 其 
证 明 也 是 不 完全 的 ， 

定理 1.2 BM, А, се, À, B n ДЖАН s 个 不 同 的 特征 
f, а, аз, +, a, 分 别 是 属于 Ms Aos бе, А, 的 特征 向 量 ， 则 ол, 
9, е, о, 必 线 性 无 关 。 

【证 明 】 对 s 作 归纳 。 当 s=1 时 , 定理 最 然 正 确 , 因为 一 个 
非 零 向 量 必 线性 无 关 ，。 吏 假设 有 数 k ke cu k, 使 得 


ца + Каз + s +ka,= 0, (7) 
ЗЕ А, 并 利用 Аа, = huauGi= l, 2，…，s) 可 得 
kiia; + Ка» + +k, ha, = 0, (8) 


ARRA \,, 再 减 去 (8) 式 ,得 到 

KCh, =M )a +ЕЁ;(А, — М Jag ++ + Ё, (А, —%,.)а,-=0, 
由 归纳 法 假设 应 有 

К(М-М)=0 (1=1,2, 0,8-1), 

但 因 入 一 和 二 0, И к= 0(01=1, 2, 6,8-1), 将 它 代 入 (7) 式 ， 
即 得 Ka,=0。 但 % 二 0， 所 以 所 =0， 于 是 4, ош, …，o 线性 无 

由 定理 1.2 易 知 ， 相 应 于 一 个 特征 向 量 的 特征 值 只 有 一 
+. 

定理 1.3 БА, №, es M n Br AB s AREARE 
fB, was mo, ++, oz 是 属于 和 的 线性 无 关 的 特征 向 量 (i= 1, 2, 
s S), аш, баз, б, Airis аш, ts он, Б ЕЛЖ. 

【证 明 】 设 有 
+224. 


СА г „ 
ЭК, + kaasti + Ко, =0, 


Жип ë = Brevis @,+е, s), БОДУ 


&(+&,++++&,=0, (9) 
用 此 可 知 E, 52,55, 5, EHE, 否则, 其 中 不 为 零 的 5 是 属于 入 
的 特征 向 量 , 由 (9) 式 便 得 到 居于 ИКРЕ Е аА НЭ 
而 与 定理 1.278. 


Hi Skas=0  (ф=1,2, 0,8), 


ХК оп, о, …， а ЕЖ, ka skes = К, 00 
1,2,1,3), 这 就 证 明了 ац, а, +, Gre ап, е, Osr, 线性 无 
关 。 ЕЕ. 

推论 БРАЛ s 个 不 同 的 特征 值 和 i, А, А, АҢ 
属于 N 的 极 大 线性 无 关 特 征 向 量 组 中 出 量 的 个 数 为 mCi= 1, 2， 
э, 

nitate AREN, 

且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 4 有 严 个 线性 无 关 的 特征 向 量 。 (充分 
性 的 证 明和 留 作 习题 ) 

定义 ”如果 二 阶 阵 4 有 天 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ai, аз, …， 
о, 则 称 4 有 完全 特征 向 量 系 ， 同 时 称 a, ox, =, а, 是 A 的 完全 
RENER. 

上 面 例 2 的 4 在 有 理 数 域 上 有 完全 特征 向 基 系 。 例 3 的 和 
即便 在 复数 域 上 也 没有 。 


з B 
1. ЖЕО REE ЖЩ РЗА ae eE EB) katik Ж. A 55 BE р Е 


@ Д-У 1 v1 0/10 0 
| 0 v-1 0 ) (° ° ) 
о o -2 9 1 O 


dii) /-1 2 1 Gv) у 0-11 
°-1 | | ро? |. 
0 0-1 -1 -2 0 


2. DAR п АЕН a RARR F А МИЙНЕТ. RE 
(i) ВА E RA КИК ШЫН, B a Ж RA КО ЁЛ th E 
Gü) kA R hI. + 4 的 特征 位 , Бад АГ, А ЕТЕЛ НЕА 


3. Жї, Hermite EI 实数 
а. RIE БИЕ BRE. 
5. RiT ТЕЛЕЕ АВ РА, 

6. 求证 1 


G) 对 称 正 交 降 的 特征 值 是 1 或 ~ 1, 

GD 反对 称 正 交 禾 的 特征 秆 是 -1 或 - v 1, 

1. 2 A.B ЖИЕ n 阶 对 称 阵 ( 或 反对 称 阵 )， 求 还, АВ ~ BA 的 特征 等 是 
makak, 

8、 求 上 下) 三角 阵 的 转 征 信 ， 

9. йа 4 з 个 不 同 的 特征 值 fy А, …， An A WIRT A WIRK 
线性 无 关 特 征 向 量 组 中 向 量 的 个 数 为 (f= 1,2,…,s)。 RE HAUAA 
BEHRA M 


твае, 


52 方 阵 的 相似 , 方 阵 相似 于 对 角 阵 的 条 件 


作为 圣 征 俏 的 一 个 应 用 ， 本 节 主 要 讨论 方 阵 相 似 于 对 角 阵 的 
条 件 。 

—. AB093840 

定义 设 4.B 同 为 数 域 K 上 的 #4 阶 方 隆 ， 称 和 4 与 B( 在 数 域 
上 于) 相似 ,如 果 存 在 六 上 的 非 异 陈 Р, 使 得 

B= P-tAP, 

A 与 BB 相似 , 记 作 A~B。 

ЛОШЕ КЭРДЕ 

命题 1 方 阵 的 相似 具有 自 反手 (4 一 4)， 对 称 性 ( 若 A—B, 
0226. 


MJ B~4) 与 传递 性 (车 A—B, B~C, 则 АС), 
命题 2 机 似 的 方 阵 有 相间 的 秩 . 特 征 多 项 式 ,行列 起 。 
【证 明 】 (A BAHH, AIRE P (Ei B= PAP, Nih 
S= ES 1.6 的 推论 可 知 CA)=B) 又 由 了 = P-14P 可 得 
М-В=РУ(М-А)Р, 两边 取 行列 式 并 应 用 乘法 规则 可 得 
I-Bl= u= AJ, 
特别 令 X= 0, 得 到 [B[= [А], г 


1 1 
命题 2 的 道 命题 未 必 成立 。 иййА=,в=[ 1), BR 


АҢ В МК, ЖИЛ, FIRAN, 但 4 与 B 不 相似 。 这 是 
因为 ,对 任何 非 异 阵 Р, P IAP = +В, 


二 、 方 阵 相似 于 对 角 阵 的 条 件 

在 第 三 章 84 p| 2 中 已 经 看 到 ， 如 能 将 方 阵 相似 于 一 个 对 角 
降 , 则 对 讨论 方 阵 的 性 质 将 意 来 方便 .但 并 非 任何 方 阵 都 可 以 相似 
于 对 角 阵 ,下 面 的 定理 将 给 出 这 一 问题 的 一 个 充 要 条 件 。 

定理 2.1 于 阶 隆 4 可 以 相似 主 对 角 阵 的 充分 必要 条 件 是 А 
有 有 完全 特征 向 量 系 。 

GEMI 设 4 有 完全 特征 向 量 系 mi а, с, а, 

Ао, = ма, (1=1,2,-.,ny, 

Ф Ра (оп, ay, а,), Hj 

АР = (Аа, Аа, =, Aap) = (Мац, М, +, Mas) 


м 
=, sss) М, арра, А, ‚М, 
x 


注意 到 о, аз, е, а, 线性 无 关 , 故 Р”! 存在 ,上 式 即 为 
PAP = Chi, А, н, А. 
这 就 证 明了 充分 性 。 将 上 述 证 明 过 程 倒 排 同 去 ， 就 是 必要 性 的 证 
BJ. N, P 的 各 列 是 4 的 一 个 完全 特征 向 量 系 ,对 角 陈 的 主 对 角 
227 . 


元 是 与 之 相应 的 特征 值 ， ER, 
定理 2.1 的 证 明 是 斧 造 性 的 。 用 于 二 节 例 2 中 交 4， 可 知 非 


Ей 
-110 
LD 
1 11 


可 以 使 4 相似 于 难 角 阵 [1, 2,2]. Ш 


-1 1 б\з!/ї1-1 1\/-1 1 0 100 
10 :| 1 8-1 1 0 1])={09 2 0}, 
1 1 1 1 1 1 111 002 


BEHA S 的 4 不 能 相似 于 对 角 阵 ,因为 它 没有 完全 特征 向 量 系 。 
推论 ! НИВАЛ s ЕМЫ А, А, е, Ass А HI 
ДРА, 的 极 大 线性 无 关 向 量 组 中 向 量 的 个 数 为 n (11,2, 66, 
г), 则 4 可 以 相似 于 对 角 阵 的 充分 必要 条 件 是 
Pan, 
【证 明 】 ЯН ЕЗҮ 1.3 的 推论 可 得 。 证 毕 。 
推论 2 如 果 # 阶 阵 女 有 "个 不 同 的 特征 值 ， 风 4 必 相 似 于 
对 角 阵 。 
【证 明 I 由 假设 A4 有 个 不 同 的 特征 值 , 故 由 定理 1.2 可 知 ， 
公有 完全 特征 向 景 系 。 再 由 定理 2,1 得 到 4 必 相 似 于 对 角 阵 ， 
WE, 


三 、 任 意 方 阵 相 似 于 上 三 角 阵 

尽管 方 阵 不 一 定 都 可 以 相似 于 对 角 阵 ， 然 而 却 可 以 相似 于 形 
状 较 简单 的 方 阵 , 如 三 角 阵 。 

定理 2.2 пяла ТРЕ, В 
ЕЕЕ AR n 4854048. 

【证 明 】 仅 需 证 明 结 论 的 前 一 半 ， 后 一 半 可 利用 命题 2 直 
228. 


接 册 前 一 半 扒 出。 
对 开 作 归纳 。 当 r=1 时， 定理 显然 正确 ， 今 设 а 是 4 阶 复 


方 阵 4 的 属于 特征 信 A 的 特征 向 量 
Аар = уо, 
注意 到 o 志 0, 由 第 三 章 定理 4.1 可 知 ,存在 非 异 降 P, Да 为 其 
第 1 列 , 即 Per =a Ñ Panen 于 是 
P-L4Per=Prlha=P-Diar= 和 Prial= 和 iele 
上 式 家 明 , PAP 的 第 1 ЕСМ, 0，…，0)”， 故 可 设 


a fhe 
PAP = ° A, P 


Ф.В и - 1А, A 是 2- 工 阶 阵 ， 由 归纳 法 假设 ， 存 在 
п-1 йд Pi, 使 得 


мо, 
PrMiPi=| P”. |, 
А 


1 
0-( 0 n} Т=РО, MTIR В. 


1 ом вм 0 
T'AT=Q'(P''AP0Q = o pr:] 0 4 人 0 Р 
了 i 1 


N 
[h Š №" 
-[ 0 РАР, H Е ) 


证 毕 。 
定理 2.2 的 证 明 方法 是 常用 的 。 
推论 1 设 4 是 n 阶 复方 隆 , М ЕМ, ~AI 的 后 重 根 (i=1， 
3 出 
nr -AS (I=1,2,--, 8), 
【证 明 ] 为 方便 起 见 , 不 妨 对 1=1 证 之 。 
出 定理 2.2 及 假设 条 件 可 知 , 存在 非 异 阵 Т, 使 得 


кэ 
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T-1AT = ЕЯ 


HP, h +, 都 不 等 于 М, TE 


0 
-hh 
- ч 0 
ТУМ, АУТ = Мм-м 
. (п-в, 
M-A, 
由 此 可 知 
ra- A= rT Mh AT) ki, 
йш 


п-(М„- Ау, 证 毕 。 
推论 1 说明， 属于 А, 的 线性 无 关 的 特征 向量 的 个 数 〈《 称 为 几 
何 重 数 ) 不 会 超过 和 的 重 数 ( 称 为 代数 重 数 )、 
推论 2 ША, М, o hn 是 nn 阶 复方 阵 妇 的 特征 值 ， 则 对 任 
EDRI), А) 的 4 个 特征 值 是 Oa), fa), е, ЙОК 
转 别 地 ,A* Ky n PRETERE Mis М, +, М (k 为 任 一 非 负 整数 )。 
【证 明 】 根据 定理 2.2, 有 


мо, 
4 ° Ë ) 
м 


进而 易 知 , 对 任何 多 项 式 x) 应 有 


№ . 
| h. ) 
Ñ 


注意 到 
.230 . 


М . 
фо. Ъ 
М 


仍 为 一 上 三 角 阵 , ЖЕ IO), Oa), +, КДЕ 
特征 值 , 又 因 相 似 的 方 阵 有 相同 的 特征 多 项 式 , 故 藉 4) 的 特征 俏 
也 是 КА), fO), ++, JO) 证 毕 。 


1. JBE ТИЕ 


G) яі - 
| 0 з-с 0 


0-11 
-1-2 0 
@) RIRE Р, P-LAP Л: 
ар жае, 
3. юракни. 
4， 设 #4 阶 实 方 阵 A4 满 足 42+ A+ 0, Жї, ДАРУЫ F 8442 
НЕДЕ Ж, 
5. ШАД ИТЕ АЧИН, HA 的 重 数 为 ksl, 2, с, 
з), ЖШ, A 可 以 相似 于 对 角 阵 的 充分 必要 条 件 是 
п-г(А1„- А) = h, (G=1,2, 5). 
6. ü nr А n СТАО А», А, ‚Ао, n БЕ В n ATE 
的 特征 值 pupa sp В, Дадат Да Ж pi Ba ees Ha RIIE AHER 
ЯМЕ n ИР Q të A= PQ, B= ОР, 
T АЖА. RKE, AB390848 ARO 其 4 的 特征 值 是 
. 231. 


E Lge 


8. 求证 

G) FPERRA REEE 

GD 对 合 阵 的 特征 值 只 能 是 1 -1, 

《iii) 震 等 阵 的 特征 值 只 能 是 等 或 1。 

9. В, п ОЛЕ AN n ЧАНА ОН A 必 可 ( 实 ) 相似 于 
一 个 实 的 上 三 角 阵 。 

10. 设 4 是 # 阶 阵 , 1。- A WEIER À, КИЛА <1G =1, 2 --, 
), 求 江 0<ldetA|<2", 其 中 1det4| 表 示 4 的 行列 式 的 寞 。 


53 方 阵 的 特征 多 项 式 、 
特征 多 项 式 的 降 阶 定理 


一 、 特 征 多 项 式 的 展开 式 
En Ан, ШОК АПЧЕ ДОЙ? 我 们 有 下 面 的 基 
本 展开 式 ， 
定理 3.1 АЛИК ЕЮ о Е, ЗАД МЕДИЯ 
成 ， 
ГМ, A| EA" алс азда 一 
+0 Dla дА П), 0) 
Ла, ТАЛТ ТИ ЖР 1,2, ,Rn)。 
【证 明 】 на 8 6 公式 (3)， 
М, + B| hn + bl ADATT +... +b. À +b, (2) 
JG b EB WIH i MEFPRZM (1=1,2,--,я), SREB= 
- A, WBE i ИЗТОК (-1)' 乘 以 4 中 相应 位 置 上 的 
1 阶 主子 式 , Web С 100 (1,2, e,n) WERA 
得 (1) 式 。 证 毕 。 
展开 式 (1) 主 要 应 用 于 理论 推导 ,其中 特别 值得 注意 的 是 系数 
а, Уа, 
定义 、 称 方 隆 和 的 所 有 主 对 角 元 之 和 为 4 的 迹 , 记 为 Ir(A4)。 
+252. 


显然 ， 
a=tr(A), 


又 车 在 (1) 式 中 今 和 =0, WI 
а,= |А|, 
Жм, М, е, Aa и РЕА НОТЕ. 09 
IM = AJ = (А-А) А) (А-А), 
Hi Vieta 公式 可 知 
=h tiete tin, 
G= Мда еМ, 


于 是 可 得 下 面 的 基本 命题 


命题 1 ФМ, А, е, Мы п [А ИН, m 
п(А)= Ым, 
141= Ix. 


ИІ 设 a 是 实 的 n 维 向 量 , 求 aa’ 的 4 个 特征 值 ， 


Ul И (аа) =1, 故 (IT) 式 中 的 a=0 G=2,5, 


所 以 
lA- aa’ | = А арт = Аа), 


8 а= (ср, ca Ca), 则 


CI 010) өөн сусь 
ааг сэс C2 сус, 
Call СС. cz 
由 (3) 式 ， 
a= (ав?) = ў isoa, 
所 以 (7) 式 化 为 


Ар, aa | = МА аго), 


(3) 


©) 


(5) 
(6) 


әл). 


©) 


因此 ааг Hn- IAG EE 3 Ж— ЗИН аба, 


. 233. 


出 方 阵 迹 的 定义 ,不 难 证 明王 列 结论 。 

{1) ir(A+B)=tt(A)+tr(B); 

(0) (kA) = КЫСА), (k 为 任 - g0) 

(Hi) tr(AB)=r(BA); 

(іу) tr(P-lAP)=tr(A), 

2 设 4,C 是 间 阶 方 阵 ， 且 tr(C) 专 0， 求证 矩阵 方程 AX 
-ХА=С Ж. 

[证 明 】 7R ANPE B 8 АВ-ВА =С, Д] 

(С) = (АВ - ВА) = Ш(АВ) -П(ВА)= 0, 

与 假设 矛盾 , 故 АХ-ХА=С 无 解 。 ыр, 

由 例 2 可知, 对 任何 方 阵 A.B, 值 有 АВ- ВАТ, 


二 、 特 征 多 项 式 的 降价 定理 
定理 3.2 БАД mxn Е.В E nxm DE. H. mən, JJ 
Mn- ABI = АА, – BA |, (8) 
称 (8) 式 为 特征 多 项 式 的 降 叭 定理 。 
ПЕШ 设 4 的 秩 为 7, 则 由 第 三 章 定理 1.7 TA, fé Em fr 
ДИЖИР Жов ЙЧ О, 使 


L O 
sao. [ç о ) (9) 
5 
аера. | в, P; 
1 t= 
QBP (2 z) (10) 
BARAR 
a [Bi B) 
PABP- = } 
o о 
以 C10) 式 左 乘 (9) 式 得 
apao [P 9\ 
Q ''EBAQ (2 oF 
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因 相似 方 阵 有 相同 的 特征 多 项 式 , 改 


(Mn-B -B | ` 
—-АВ| = ОТТИ 
ЇМ, – АВ} го м мет, B|, 
[NB 0 р 
DJa- ВА = |= А1, Bi|, 
-Bi Marj 
由 上 两 式 显然 可 得 (8) 式 。 证 毕 。 


推论 1 БАД тха BE, B B: nxm Be, WJ AB HF BA WIER 
特征 值 全 相同 。 

推论 2 设 4,B 为 同 阶 方 阵 ， 则 АВ 与 BA 有 相同 的 特征 多 
项 式 。 

例 3 БАД БИЕТ, а, В Æ n EERIE. RE. 
IAA- ap'1 有 一 个 根 为 8 4 -ic， 其 它 根 全 是 零 ( 当 A= fs, a= B if 
WAAL). 

【证 明 】 因为 

(АА —а8' = |А]!М„—(А1а)8'”|, 
故 册 (8) 式 可 得 
IAA-ap'1 = А] АА R Aa), 
BB А EAER, В А0, KOA- ap 1 有 一 个 根 为 多 Aia， 
其 它 一 工 个 根 为 零 。 证 毕 。 
例 4 Жп 


网 nn 个 特征 全 及 和 4 的 行列 式 。 
СМІ 因为 


(юһ+1)-1 -1 =le -1 ! 
a I ll. зї 
IM. Al =! 1 (Mr1)-1 -1 1 
| -1 -1 =i- (A+1)-1 
га 11] 
база} 
OTD 
1 1. 1J| 
i 
1 
= @+1k-| р, е, Dh 
1 
出 特征 多 项 式 的 降价 定理 可 得 


ГА A|= (+ 1)" 061) -0,1, = D], р 


1 
= (А+) А +1-п), 
所 以 ，A4 有 中- 工 个 特征 信 是 ~- 1， 另 一 个 特征 值 是 al。 H (6) 
式 , |A1= (= 099-1), 
例 3、 例 4 表明 , 利用 特征 多 项 式 的 活 阶 定理 可 以 较 方便 地 求 
出 一 个 方 阵 的 特征 多 项 式 。 这 一 方法 用 于 奇异 阵 更 为 类 效 。 这 是 
因为 , ЖС 是 秩 为 + BJ n АРЕС n), 则 C 有 满 秩 分 解 : C= 
Ав, Жр An xr ЭЖЕНЕ, B 为 "xn ARE, ARRES 
项 式 的 降 阶 定理 可 得 
[М„-С| = |M,- AB| = |M,- ВАЇ, 
B r ЛЫН, ГМ. -BA BIRALA S). ЖЕЕ ЕВЕ, 有 时 
也 可 将 它 化 为 奇异 阵 来 处 再 ( 见 例 4)。 
最 后 指出 ,为 了 应 用 上 的 方便 , 常 将 特征 多 项 式 的 降 阶 定理 改 
ОЕ 


BA 

Mat АВ! =" М, ВА, . (її) 
ЖОР, А,В 分 别 是 声 xF Ыр nxm B, B ти ERRA 
RR-A) 


3=3 н 


1. n BEAN еса, RE 

G) 147。~ AEDE n-r EF OHD IG 

Gi) 147。- adj AEDA n-1 EF (特征 ) 根 ， 其 中 adj4 表示 4 的 伴 
2. 求证， 

G) FARRER M r(A) = tr (4), 

(ч) 方 阵 


ATERSE. Hh, е 处 的 元 素 不 全 六 至 。 

3. Ж п ЗИЯ In- 2uut(utu 1) 的 4 个 特征 什 及 它 的 迹 与 行列 
式 。 

4. 如果 nn 阶 对 合 阵 4 达 是 单位 阵 , 求 证 tr(d)<n- 2, 

5. 设 4 是 反对 称 阵 ， 求 证 tr(A)=0。 

6. ЖН=-А+/-1В ESE, А 与 有 分 别 是 如 的 实 部 (矩阵 ) 15 s k 
ОБЖ). ， 当 五 是 Hermite 阵 时 ,求证 ， 

(Gi) tr(H)=tr(A); 

(Н) tr(2>tr(A2). 

T. йй ЖАЗ п Л 
=0, 

8. ЖАЗЕЛ В, tr( AB) =0, Ж A= O, 

9. йлы Вл Е. RE 4B+B 与 B4+ 昌 有 相同 的 特征 考 项 
R. 

10. Z m n EAr BSCEE nx m 6, H тъл, 求证 А3 
5 CAEDE п-н, 


i Bh n- 14922, REA- tr(A)T,I 
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日 ， 设 A.B, X DARA, R AX ХВ, (х), à 


+ A В&ЪҖ т 个 相同 的 特征 值 。 
12. FF a НИТЕ 4, 求 出 其 4 个 特征 信 , 并 进而 求 出 |4|。 
в) аны 05+ bib, = ан„+ббь, 
Ë bb, +b © ‚ | 
аа, +, orn+ baba < +b 


(ii) ltal aa, 


84 WEEER, Hamilton-Cayley EM 


设 D=[di, 4, …， dl, 易 知 其 特征 多 项 式 为 
0) = M,- DI (A-d) d) (hd,), 
根据 第 思 章 87 中 有 关 的 定义 ， 

Jo(D)= (了 -ds)(D 一 dp (D- d), 
注意 到 对 角 阵 卫 -di 的 第 i 个 主 对 角 元 为 零 (i=1, 2, e,n), 
可 得 

fo(D)=0, 
БУЯ, РААН D, 其 特征 多 项 式 (УЕ Б АЫ ОЕР) 
йм. ` 
xf n Br ЕЕ 


‚238, 


其 特征 多 项 式 为 
0) = (A 1), 


Ж 
0a, а 
0 
мно Уыз ў 0. 
а 
-o 
义 如 对 Frobenius 阵 
° 0 0 -a, 
1 0 0 -a, 
F=|0 1 0 —a |, 
09 0 ++ 1 -a 
其 特征 多 项 式 为 
SPASA аА ++ ra +а@„, 
亦 有 


(В) =F" TGF + на, Ежа, = О 
( 品 第 一 章 选 做 题 10). 
ЖА, 对 一 般 的 方 阵 А, 是 否 都 有 Ju(4A) =Олй? 回答 是 肯定 
的 。 为 了 证 明 这 一 结论 , 先 引进 矩阵 多 项 式 的 概念 。 
定义 BAI- S, HURK EE s ИА, 形式 积 
А = МАС 为 任 一 正 整数 )。 若 As, Аз, e, An ЖИКЕ 
险 阵 , АОС 为 非 负 整数 ), 则 称 形式 表达 式 
MCA) = ААА А ФАА + А, 
为 ( 数 域 K 上 的 ) 一 个 n 次 矩阵 多 项 式 。 
规定 Ао 代表 AM, 
容易 看 出 ， 当 s= 1 时 ,给 阵 多 项 式 就 是 第 四 章 中 讨论 的 数 域 
上 的 一 元 多 项 式 。 
矩阵 多 项 式 的 相等 、 加 法 、 柔 法 的 定义 类 似 于 数 咸 上 的 多 项 
式 , 这 里 不 再 一 一 熬 述 。 
若 将 矩阵 多 项 式 MO) HRI A BE KPR PEREI MO 可 以 表 
‚230. 


未 为 КОЖ ШОШО 
морс PO 4%) с QO] 

ТО) аб) 6 FA) 

其 中 ,fis(%) 是 K 上 的 次 数 不 高 于 的 多 项 式 (i 7-1,2, 6,5), 

上 式 是 以 天 上 的 多 项 式 为 苑 素 的 HE, MEKAS IRER 


A-H, 
例如 ， 
ao ‚е ') 
_{ M+tl -M+M+1 
{мәз зм P 
定义 i 


М(А) = A,A + А, Ав + А + Ау 
=MA БАТА + ФАА T Ау, 
其 中 А, #5 МЕСЕ 0, 1,2, ---, н), ЗРАК s 阶 阵 , 则 记 
МКА) = А.А" + Ap AMI H e AA + Ao, 
МСА) = АЗА + ATIA, + + AA + Ау, 
一 般 说 米 ,Ma(4) 丰 Mi(A4)， 当 s=1 上 时 ,显然 
МЕА) = МА), 
БЖ ST PEL, 
与 数 域 了 上 多 项 式 的 余数 定 再 (第 四 章 $ 6) 类似, 在 矩阵 多 项 式 
中 也 有 余数 定理 。 
定理 4.1 i МОА) = AN +AA t БААНА Ж п Ж 
ESRA, A 是 s ИВЕ G=0, 1, n). KEARE s Et 
阵 ,; 则 
G) 存在 唯一 的 和 矩阵 多 项 式 RCX) 与 唯一 的 数字 祭 阵 R, 使 
А 
МОЛ) = RQA M, — А) +В, а) 


其 中 
Ri= Ma( 4); (2) 


Gi) 存在 唯一 的 第 阵 多 项 式 LOA) 与 唯一 的 数字 和 矩阵 L 使 


RE 
MA) =,- ALCA) t Lis (3) 


其 中 
Li=M.(A). (4) 
【证 明 ] 今 证 (1), 仿 此 可 证 (ii)。 因 为 
М(А) = ААА, 71+ + + А, + Ау 
= AADA, > А) + (A,A + A Nl 
+ Apah H + А, + А, 
=[A + (AnA + A (NM, ~ A) 
+(А„А? + А„_,А + A... JATTE А, Asa 
БАЈА Аран 
= {Ад + (А„А+ А, А 
(ААА А+ Apa JAT t 
ВСАА + Au AE e ANOA - А) 
+(А„А* + An тА + AA + Ао), 


RO) = А! (A A + A 3) 
+(А„А»-1+ А„Ал-® +... + Ау), 
R = AA+ A. Аі + АА + Ау, 
即 可 得 (1)、《(2) 两 式 。 
PERE., HERSIR ТОЛ) ЖЗ ШЕЕ Ту, 使 成 立 
М(Ау=Т(А)(М,- Ау+Т,, 
于 是 
LTO) ROVI, ~ AJ=Ri- Tr, 
ЗП ТОА) ~-R() 关 0， 则 上 式 左边 关于 和 的 次 数 不 小 于 1 而 右 
边关 于 ， 的 次 数 为 零 , 这 是 不 可 能 的 。 所 以 TCX) = КОА), ЗЕН 
#T=R,, 证 毕 。 
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推论 RAF И, КОА) = ад” + ap 1A" + + о +a É 
OAK Ей н KERTOA n- 1 КЕФ, ШЖ 
ТОКУ, = (М, – АЈТ(А), (5) 
则 
КА) =0, 
DERI БИКА ЛА, 与 成 短 阵 多 项 式 ， 即 


кю) 
ол, -| о), 
10) 


= (a OM + Са, умт! ++. + al, = МСА). 
由 定理 4,1, 存在 矩 隆 多 项 式 LC%), 使 得 
IOM, = МОЛ) = (М,- А)І(А) +M A); 
另 一 方面 ,假设 条 件 (5) 可 改写 成 如 下 形式 ; 
КМИ, = (M.,- A)T(A) +0, 
利用 定理 4.1 中 的 唯一 性 可 得 M.(4)=0, 但 
МКА) = КАЛ, = КА), 
ЖА КА) =0, - 证 毕 . 
下 面 的 定理 将 回答 本 节 开 头 提 出 的 问题 。 
定理 4.2 (Hamilton-Cayley 定理 ) 设 
КА) = Ah AJEA EDA d o bp A tba 
是 tn 阶 阵 委 的 特征 多 项 式 , 则 f(A4)=0。 
DEWI Badj, - А) А, – A 的 伴随 阵 , 则 
(М, – А)аё}(М„-А)у=|М„-АН„ = ESLASA 
НЕШ КА) = 0, WE 
今后 ,为 叙述 方便 起 见 ,当天 4)=0 时 , WIARE ТО), Я 
Ж JOVE A HRUE AR. 
例 1 设 ? 阶 非 霍 阵 4 的 特征 值 全 是 霍 ,求证 А ЕЕЕ 
{ШИР 由 假设 可 知人 4 的 特征 多 项 式 是 Me, 88 88 Hamiiton- 


O ti RAER K hH- АНАА КИЯ, И 
沦 。 
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PIRETA HE ERRENA 


Cayley ДИН An = О, МЕ, 
例 2 БА п, ШИ] АС (А), Hub ИСА) 
п-1 次 多 项 式 。 
GEI 设 4 的 特征 多 项 式 为 
IM,-A|= Аата Ата, 
Ӯ Hamil on-Cayley 定理 ， 
А+ аА + а дА жа, = O, 
WRR А ЖЕЛЕР. Ж а„= С-ТА Јао, 于 是 上 式 可 化 为 
1 
= (Ат + аА” 


ta L )AS H, 
4-1= ~ СА азана ежа )= 96А), 
其 中 ， 
#ОМу= 一 去 Ge ал+ + ел) 


是 一 个 n~1 次 多 项 式 ， Wik, 
з 设 


Їй] 易 见 4 的 特征 多 项 式 是 
(®-1)(%-)(%-°у=%-1, 
ЖОН Hamilton-Cayley 定理 ， 
A=, 
于 是 
А - (Азузд = A, 


3 题 
1. ЭГЕЗИ A, R АК, 
+243. 


i 001 Q ууз 1 z 
„#1 0 s} a| о 0 ута}, 
010 о оу?) 


` 2. о Аво о н аА А КАРРА 
站 ) 求证 :ad tr(d) L. ЕИ 


RILA а (n>) 
4. pj Hamilion-Cayley 定理 求 《 的 逆 陈 ， 


ovi 1 
alo 1-1] os 了 


2 
0 0 о 


5. 用 Hamilton-Cayley ЖЕН. n ТАНГ БЕО EEE 

ЖА Дата Д ЧИЙИ Е Ёз, kas s kas Y 
Па) 0, 
6. Wn MERR 4 的 特征 多 项 式 是 
ТАГ, 人 = 各 二 MI 
求证 , A 必 满 足下 面 的 n 次 多 项 式 ， 
AP + валаа + tas жаа, 

T. Зо ЛА) = ТАТ, к Аре Ае оАо на 3) + an, 求证: 

СЛ) = 204" + as 2+ i + Gpl a) 《4 为 偶数 时 ); 

ECA) = 200470 азе алоо Г) Соар). 


55 最 小 多 项 式 


Hamil'on-Cayley 定 迎 说 明 ， 任 意 # 阶 阵 人 的 特征 多 项 式 (n 
次 ) 必 定 以 和 4 为 * 根 "现在 要 间 , 是 否 存 在 次 数 较 n 低 的 多 项 式 也 
ВМА А агй, ИА, о А ass (Ud, o 为 实 
24. 


її НЕЕ, н223), 有 А? = (а/а)А, ШАТ, ERRIA) = 
和 (%-@la) 以 A 为 根 ,而 9C%) 的 次 数 为 2, 显然 小 于 

ЖИ ИЯ НО) 为 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 ， 如 时 
f(》) 是 以 4 为 根 的 多 项 式 中 次 数 最 低 者 。 

命题 1 方 阵 的 最 小 多 项 式 存在 且 叭 一 。 

{证 明 】 存在 性 由 Напїноп-Сауеу 定理 保证 。 下 面 证 明 唯 
-性 。 设 mi(X)、mz(X) 同 是 方 阵 妇 的 最 小 多 项 式 ， 车 m (À) a= 
maA), Ж ФОА) тА) = mA) 0. HEX, тА) mA) Ж 
同 次 的 首 一 多 项 式 , 故 

Чев( ФА) )< deg(mi(À)), 

х ФА) = тА) -ma(A)=O， 这 说 明 m (k) 不 是 和 4 的 最 小 
多 项 式 ,与 假设 矛盾 ， 于 是 有 т(Ау=т,(\), 证 毕 。 

今后 ,将 和 4 的 最 小 多 项 式 记 为 mA) 

命题 2 A 的 最 小 多 项 式 整除 任 一 个 以 A 为 根 的 多 项 式 。 

DEWI (А) 为 任 一 个 以 4 为 根 的 多 项 式 。 若 ma(x) 计 
IA), 则 由 带 余 除法 可 知 ,存在 AUR (А) 0, 

deg(r(k))<deg(m (A), 
使 得 
gG) = а(%ут„(\) Hr), 
[4 
g(A)= a KA)m (А) +1(А), 

Ш д(А)=0,т(Ау=О, Ы СА) =0, ХН таж 
АШ ЛУ ЛИЗ. ИВЕ, JA mA 证 毕 。 
推论 ” 任 一 方 阵 的 最 小 多 项 式 必 定 整 除 其 特征 多 项 式 。 

推论 表明 , 方 阵 的 最 小 多 项 式 的 次 煞 不 会 赵 过 其 特征 多 项 式 。 
WEAR, PREL DRIE, RA NARR IER, 
使得 -一 些 用 Hamilton-Cayley SEERA kh i: Bj ОШ E R 
方 阵 的 高 次 短 、 非 异 阵 的 北 阵 表示 等 ), 在 改 用 最 小 多 项 式 解决 时 
EFE, 

正面 介 绍 的 命题 ,将 有 助 于 求 出 方 降 的 最 小 多 项 式 。 
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命题 3 相似 的 方 阵 有 相同 的 最 小 多 项 式 。 

[证 明 】 设 B= P-!4P。 由 82 命题 2, 对 4 的 最 小 多 项 式 
maA), EA 

m,(B) = P-1m (A)P, 
тА) =0, 改 m4(B)=O。 利 用 上 一 命题 可 得 ma(X) maA), 
同 理 可 证 СА) ima(X)。 了 又 ma(X) 与 Pa) 都 昆 首 一 多 项 式 ， 故 
ma(k)= maA). шр, 
命题 4 БЛВ А-ГА, A], 则 
т(%) = [ma (А), та, (\у]®, 
【证 明 】 тА) =0, 


w o \+о 
O maA) ' 


故 
ma A)=O (ї=1,2), 
由 命 古 2 п 
тл) табл) (i=1,2), a) 
хў та (А). MaN Е AER PA), Ht m. СА) = Опр 
Ш Ф(А)=0 (1=1, 2), 进而 有 


WA) О 
= = 0, 
“л› | О (Аз) ) 
再 由 命题 2 可 知 
m (À) ОА), (2) 
综合 (1).(2) 两 式 即 得 maA) = [m (А), m (Àk), 证 毕 。 


应 用 归纳 法 ,可 将 命题 4 推广 到 一 般 的 分 抉 对 角 阵 上 去 。 
命题 5 设 分 块 对 角 阵 4= [A Аз, е, А,], 922, MB 


BE MDINA 。 
之 闻 最 多 相关 一 个 常数 因 于 。 了 (2) 与 9() 


由 定义 可 十， эф f 
DAAG GIN 


HÈRE KI RR 
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т) = [та (А), т (А), е, та. САЛ, 
06 《 数 域 素 上 的 ) 方 阵 (在 K 上 ) 的 特征 值 必 定 是 其 最 小 
多 项 式 (在 K 上 ) 的 根 。 
【证 明 ] 用 反 证 法 。 若 М 是 方 阵 和 的 特征 值 , 而 水 是 其 最 小 
多 项 式 的 根 , Ш 
(т), k= h) = 1, 
于 是 ,存在 多 项 式 (А) vA), 使 得 
ита) ЖА) A) =1, 
从 而 有 
nu(A)mAA)+UANA- М) = 
注意 到 mx(4)=0, 上 式 即 为 
WAXA- M) =1, 
PARIT R 
ЇА- 1180, 
这 与 和 АНИНА И.К Xe 必定 是 4 的 最 小 多 项 式 的 根 。 
证 毕 。 
进一步 揭示 特征 多 项 式 与 最 小 多 项 式 之 加 关系 的 Frobenius 
定理 将 在 第 六 章 中 介绍 。 


І. ЖТ: 


最 小 多 县 
ü 1 1 -1 G) /1-1 1 
(Е 中 0 20|, 
о вул 002 
ан /1 0 0 
Ë 1 ) 


\о 0 2 
2 举例 说 明 , ЖЕЛП] АГЗА) РИ АЗЕ МЕА ИД. 


С O STAIR ERDEI S, KA) hA) = PQ) 
ВМОРО 0) KANA, GD, -— PO. троа, 
ҺО), ауе РО), БО), э л ALSS 
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3 求证 任 一 方 阵 与 其 转 置 省 有 相同 的 最 小 多 项 式 ， 
4, ЗН Во 1 8 n Е (n>2y10 Е A = tr (2), 
5 分 草 求 册 短 等 隆 与 对 合 陈 的 最 小 多 项 式 ，  _ 
6. н ВАННЫЕ, о HAI 及 os DAR 
小 多项式 的 次 数 是 2。 求 证 + ARIA, HRU +AT 
T. ЖЫЙ, ЙЕ А EERE «=> А J B yapa W up ka, 
8. £ mE Ает, A а, 求证， 
G) FA), 000) = 08), СА) = 0904), 
G) (DEERE «= 00)5 т), 


k 做 题 
1. 求 # 阶 循环 崭 C 的 特征 策 以 及 属于 这 些 特征 值 的 特征 向 量 : 
Co Сі Ca en 


Cut Co Ср сб ба-а 


C= 
Ca сз са в 
с © Ca © 
(提示 ,将 C 表示 为 
жү O ау 
c= Sei о ), 
O Iai 
1 0 077 


2. 证 明 ( 用 于 计算 特征 多 项 式 的 )]Leyerrier-Frame 公式 Ш п 
ЕЛЕ 
4&=1› 


а= Haat, A= ala- А-А (ї=1,2,+-,п), 


дз адата азда е + (—1)"-1а„ + (—1)°а„, 
Vieta 公式 及 Newton 公式 一 EOR AMR T.) 
3. сэ БА, Kib A AER RI 


Aish u. 
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4. ën Br: bk 4 的 特征 值 全 是 实数 ,县 4 的 所 有 1 阶 主子 式 之 和 ,所 
有 2 阶 主子 式 之 和 全 等 于 堆 。 求 证 4 是 二 次 轿 零 阵 。 

(提示 ; 先 证 表 44 的 特征 值 全 为 零 )， 

5. 设 # 阶 陈 4 的 主 对 角 元 全 是 1， 上 且 其 待 征 信 全 是 非 负数 。 求证 JA 
<!. 

(Ru н] Cauchy Жз, MF 6: 之 0,i= 1,2,--,п, N] 


ук _ A HB 
6. ë “(3 °) 
r(M)=r(A)+r(C). 


(Өл B= O). 

Т. 证 明 下 述 求 将 征 多 项 式 的 多 pos 方法 , 设 # 阶 阵 4 的 特征 多 
WRH Q) найт tand tan ЖЕРЛЕ n 统 列 商量 a 使 得 
(4a, Аза, +, Aa, a) AEAEE D 

баг, ва, ga = - (47ta, Aa, +, Аа, 0) AA 
8. RIMERRANTIREF-1 RE 
tr( 4?) = 2064) + (їг(4))з, 

9. 设 4= (ouma 0) = 村 (Ant Al- JAT-A. Ж Ж 
ОСА) АЕН, M п И 
Азам nlo om ам 

Gal, А+аш1ы с аз 


тй 
(дуйно, 


ца, А ЛЕЙ. 求证， 


G= 
ам, Onla e Atannln 
Бая. 
10. 设 4= (о, д». 是 复方 阵 , 记 
R= lol 
m 
Ж: Gu iiz- as] = R, Jy Гершгорив [(#=1,2,--,п). ШЕ]. 4 的 任 一 特 
征 值 必 落 在 某 个 Гершгорин 圆 的 内 部 或 边界 二。 
N. RAS (ид, RADE 5 = Уел, Т È Габе, 
Reyn) РА Эз АЙИЕ—БИЕ{Н, RIE 
‚249. 


1А <min(max So max T), 
12. айй F(A) =A" t aA" l+. ta, A +a, Ж, ZO) 的 任 
AE Ao 必 满 趾 不 等 式 
айл бааа $ lasl, 1), шак (ord +1)). 
(Buna 8 (А) 看 作 它 的 友 阵 的 特征 多 项 式 ) ， 
13 AS (а) ЖЫ ЛЛ, @ 4,560(1=1,2,+,п). іа 
R= Хаара, = $ dadza] 6512, ә) 


FA ИЕНЕН, RIE, 
lA|<min(max R; шатЇ,), 
‹ ü 


到， 应 用 第 10 题 的 结论 证 明 ， 

(G) 严格 对 角 点 优 阵 的 特征 值 全 不 等 于 等 

Gi) 严格 对 角 占 优 阵 必 是 非 异 阵 。( 此 即 Levy=-Hadamard 定理 , 见 第 
98203). 

15. 应 用 第 10 题 的 结论 证 明 ， 

(D 严格 对 全民 优 实 方 阵 的 任 一 特征 信和 的 实 部 必 大 于 等 ， 

GD 严格 对 角 占 优 实 方 阵 的 行列 式 大 于 等 (此 即 第 三 章 82 э] 8); 

GID 严格 对 角 占 优 对 称 阵 的 任何 主子 式 大 于 替 。 

16. Q AE п MEANE RIE п t ЕЭ: ОПТА a iti Aa 0, 
求证 ,4 的 特征 值 的 实 部 全 小 于 零 . 

17. 3R n Br Jacobi PE: 


的 全 部 特征 值 。 此 处 mp8,Y 是 任意 复数 , Н 2x0, v0, (RRA 
А-а=а+Ь, Вр= аб, 


ai- 


JU 0=141,— Ai= 


CRIE азе), FER o"*t- b71 =0 M abs By WRH a 5 Ё, ARGA 
18. Ж n pr “Fibonacci Ҥй", 


‹ 250 - 


11 
є 
F-| СМ. 
Š 
0 11 
ч 1 
МАНИНЕ, НЕЯ КЕНЕ Б-КЕ КТЕ. 


19, жш n 阶 阵 


N. NOS 
hz 
LATAR AR, 并 求 出 这 个 对 角 阵 的 具体 形状 。 
20. RAS Вара n Е, ЛА), ma (A) tš ma( 人 分 别 是 4 的 竺 钙 多 项 
式 ,最 小 多 项 式 与 的 最 小 多 项 式 , 如 果 maA) ma 人) 互 案 求证 ,了 (8B) 是 
FERE. 
21. ië flA) 5 AARE пй А Б; BORESHA, B /(В) 是 
FERH RE (A f (2) = 1, 
22. RAB, Сп, НАВЕЛО BARERNA 


AC 
不 相同 ,又 设 f (А) АННЕ з, B /,(В) RE НЫ 


完全 的 特征 向 量 系 。 
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第 六 章 方 阵 的 相似 标准 形 


上 一 章 讨论 了 方 阵 相似 于 对 角 阵 的 条 件 ， 本 总 将 讨论 数 域 上 
任意 方 阵 的 相似 标准 形 ， 把 方 隆 化 为 最 简单 前 形状。 本 章 要 介绍 
的 标准 形 是 ， 有 理 标准 形 《Frobenius 标准 形 )、Jacobson 标准 形 、 
Jordan 标准 形 , 落 初 步 讨 论 了 这 三 种 标准 形 , 特 别 是 有 理 标 准 形 与 
Jordan 标准 形 的 应 用 。 


$1 方 阵 的 相似 与 条 阵 的 相抵 


本 章 中 如 元 特别 声明 ， 均 以 K 志 数 域 ， 如 果 K 上 的 方 阵 和 4 与 
В 《在 K 上 ) 相似 ， 妈 存在 非 异 降 Р, 使 РАР = B, 则 对 任 一 数 
AEK, DÄ 
P-(M-A)P=\1-B, (1) 
ША М В ЕЕЕ ЭЕ 2001). KZ, REFE 
命题 1 А увк БНО, 如 果 存 在 K 上 的 非 异 
E P,O, Е 
QI- A)P =M — B, (2) 
则 4 与 B 必 (在 K 上 ) 相 似 。 
【征明 1 BEREZ ARO- H) (2) 的 两 边关 于 前 的 系数 
ЖЕЕ, МИФ 
ОР=1,0АР=В, 
FÆ Q= P7, РАР -В, IAS BOEK БУДЫ, ЕФ, 
由 上 面 的 说 明 及 命题 1 ИГ], ABET AA ЕПН 
ОНА B ИНЕШ M — А А-В, 是 否 存在 (数字 ) 非 异 陈 
Q 5 P, 使 成 立 (2) 式 ,由 于 P,O 是 一 种 特殊 的 )- 隆 ,所 以 也 可 将 
"252 . 


(2) 式 看 作 ~ 阵 之 癌 的 一 种 等 式 ， 为 了 讨论 (2) 式 存在 的 条 件 , 先 
对 )- 阵 作 进一步 的 讨论 。 
定义 PFZ n xn BE: 
1 


П 


1 
Т.Ф) = НЕЙ 
| @Q 1 
`1 
ЗШЕ ме л, 其 中 9(%) 是 K 上 的 (关于 和 的) 多 项 式 。 
显然 ，Tisp(%)) 是 通常 第 三 种 初等 (数字 ) 阵 Tutk) 的 推广 ， 
КЄК, 县 成 立 
TAPADT PA) = Tul ~ pO TA ФС) =1, 
Жа 
ТСО) = TH Ф(А)), 
ЖК ТаСФСА)) H TOARRE, 
WERK ЕЯ. ТАА Pu, р (К), ks0 # fE А 
ВЕ, 分 别称 为 第 一 ,二 种 初等 人- 阵 , 则 统称 这 三 种 初等 - 阵 为 初等 
人- 阵 。 
定义 Ж 4C%) 为 非 异 - 阵 ,如果 AC%) 是 有 限 个 初等 和 - 阵 的 
RR. 
出 于 每 一 个 初等 ARARE, SK BL AR T 
命题 2 对 非 异 和- 阵 AG. 必 可 找到 非 异 ARE BO), 使 
ACABO) = В(А)А(А) =I, 
称 ВО.) 4(X) 的 道 阵 , D BOA) = А(А) EZ. 
ЗАРУ ~- 阵 的 行列 式 是 kX 中 的 一 个 非 零 数 。 
定义 ” 设 AC%) 与 BC%) 都 是 *- 阵 , 它们 的 元 素 都 是 K 上 的 多 
项 式 ,如 果 存 在 非 异 E РСА), ОСА), 它们 的 元 素 都 是 上 的 多 


项 式 ,使 得 . 
РО)АО,)О А) = B(A), 


则 称 4(X) 与 BANE КЇЛ] БОШ, HRK ACX) BO) 是 相抵 
.253 。 


的 。 
显然 ,和 - 阵 的 外 抵 是 通常 数字 矩阵 相 括 概念 的 推广 (不 过 此 处 
讨论 的 是 方 阵 )， 今 证 本 章 的 一 个 关键 性 结论 ， 
定理 1.1 方 阵 和 4 与 B 相 似 的 充 要 条件 是 ,一 A 与 MM-B 
GE KIM 108888. 
证明】 必要 性 岂 1) 式 即 可 看 出 ， 今 证 充分 性 。 由 假设 
A= A IF A= B FIRE, B EEIE SE APE POHI OC), 使 成 立 
Р(А)СМ - А)О(А) = М- В, (3) 
也 即 ， : 
. РО) А)= (Ы В)О (А), (4) 
由 第 五 章 定理 4,1 可 得 
. РО) = (Ы-В) + Lss 
WERAK, 移 项 琵 合 并 同类 项 即 得 
LCM- А) = (м - ВИФ А), 
上 式 左边 的 的 次 数 不 大 于 1， 故 右边 方 括号 内 的 和 的 次 数 必须 
小 于 1。 也 就 是 , 它 是 一 个 数字 和 抢 阵 , 记 它 为 M, Bl 
Ооу -10%)01-Ау=м, (5) 
于 是 
TCM-4)=(MT-B)M。 (6) 
今 证 M 是 非 异 阵 , EOR SIR: 
1=MQCA) + LOM- AQA), 


由 (3) 式 ,上 式 可 改写 为 
I=MQO)+LO)PON IOI- Ву, (7) 
再 由 第 五 章 定理 4.1, 
ОСМ) = В(А)(М-В)+Е, (8) 
将 (8) 式 代入 (7) 式 , 尊 合 并 同类 项 , 得 到 
I=MR + МЕСА) + (АРОК ЧМ ~ B), (9) 


出 (9) 式 可 知 , 它 的 右边 方 括号 内 的 和 - 阵 必须 为 零 , 故 (9) 式 应 是 ， 
МЕ, =1, 这 说 明 M 是 非 异 阵 , 且 M= Куз, 把 它 代入 (5) 式 , 即 得 
L(M- A)Ri= (А-В), (10) 


0254. 


МОО PRAT B ЖИД. ШЕ. 
定理 1.1 为 我 们 论证 和 与 了 是 否 相似 提供 了 一 个 新 的 途 径 ， 
即 只 要 论证 M-A 与 拉 - 吾 是 否 相 托 就 可 以 了 ， 因 此 ， 如 能 将 MI 
一 和 4 与 并 -8 是否 相 抵 搞 清 楚 ， 世 就 解决 了 和 与 了 是 否 相似 的 问 
题 ， 由 于 这 一 基本 想法 ， 以 下 将 围绕 特征 移 竹 的 相抵 问题 展开 讨 
论 。 


82 和 - 阵 的 初等 变换 .特征 矩阵 的 法 式 


与 数学 守 阵 一 样 ,对 一 般 的 АЕ АО), 我 们 可 以 作 它 的 三 种 
切 等 变换 ， 第 一 、 二 内 种 初等 突 换 与 数字 和 捧 阵 的 第 一 、 二 两 种 初 
等 变换 完全 相同 ， 而 第 三 种 初等 变换 则 是 以 非 零 多 项 式 oA) R 
4(X) 的 第 守 行 (或 列 ) 加 到 АСА) 的 第 了 行 (或 列 ) 上 去 , 绕 称 这 三 
种 初等 变换 为 ~ 阵 的 初等 变换 ， 

容易 证 明 ， 对 AEE АСА) 作 和 - 阵 的 初等 变换 后 得 到 的 *- 阵 
ВОХ) Р 4(X) 按 照 八字 规则 左 ( 右 ) 习 相 应 的 初等 %- 阵 。 这 与 通 
常 的 数字 矩阵 的 初等 变换 完全 一 致 ， 

对 任 一 n 阶 阵 4， 由 于 找 针 -A 相抵 的 人- 阵 时 要 涉及 一 般 
的 nxn 和 ~- 阵 的 相抵 , 故 先 讨 论 有 关 АСА) 0 的 一 些 相抵 结果 。 首 
先 , 恒 可 假设 A4(%) 的 左上 角 元 素 非 零 , 且 其 次 数 不 大 于 4(X) 的 其 
他 非 零 元 素 的 次 数 。 这 因为 ,如 果 aa (А) AC%) 中 具有 上 述 性 质 
的 元 素 , 则 经 过 A(X) 的 行 之 间 , 列 之 闻 的 对 调 ,可 把 os%) 调 到 与 
ACX) 相 抵 的 新 的 和- 阵 BC(X) 的 左上 角 , 再 对 BCX) 讨 论 就 可 以 了 。 
故 以 后 恒 设 A(X) 的 左上 角 元 素 on(%) 专 0, B aO) 的 次 数 不 大 
于 AC%) 的 其 他 非 零 元 素 的 次 数 。 今 证 : 

HDE MEAE АСА) 0 中 至少 有 一 个 非 零 元 素 不 能 被 a11 
《%) 所 整除 ， 则 必 可 找到 一 个 与 4(X) 相 抵 的 和- 阵 ЕСА), E LOA) 
的 左上 角 元 素 ln(k)se0, Н.О) КЖЕ ацл) k k, ЗЕ 
县 LX) 可 整除 IL(X) 的 所 有 元 素 。 

【证 明 】 ТОНЕВ HETER, Ян xn А-В A(X) 的 第 
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一 行 目的 其 些 元 素 、 例 如 atyCx) 不 能 被 au) 整除 , 则 
ау (А) = uM) PA) + (А), 
HR bAt, Н deg(ba())<dsg(oa(》》， 作 初等 变换 ， 


(-Ф0)) 
аш + ар) 


Apr 
3 

-(“® = по) 

E - “| 


EBA) = (ВА) 

( 3998383510 NAERU Ж Н Sk SE BE 00) 25 НЬ 的 箭 
头 相同 。) 

不 妨 设 Ba(x) 的 次 数 不 大 于 ВО.) 的 所 有 其 他 非 零 元 素 的 次 
数 ( 不然 的 话 ， 把 BCX) 的 非 零 元 素 中 的 次 数 最 低 者 调 到 左上 角 )， 
此 时 ,如 果 bn%) 已 能 整除 BCX) 的 其 他 元 素 , 则 引 理 己 得 证 , 如 果 
ba) 还 不 能 整除 B(A) 的 其 他 元 素 ， 则 总 可 假设 В (А) 能 整除 
了 BO) 的 第 一 行 与 第 一 列 上 的 所 有 元 素 ， 但 不 能 整除 不 在 第 一 行 与 
第 一 列 上 的 某 些 其 他 元 崇 , 这 因为 , 如 果 bin(X) 不 能 整除 某 些 bis 
CYR bu(%), 则 仿 上 法 ， 可 得 一 个 与 BCX) 相抵 (因而 也 与 A(X) 
相抵 ) 的 和- 阵 ССА), 它 的 左上 角 元 素 cai(X) 的 次 数 比 БСА) 
数 低 ,如果 这 个 ci 入 ) 还 不 能 整除 СО) 的 第 一 行 与 第 一 列 的 各 个 
元 素 , 则 再 继续 用 上 而 的 方法 ,对 со) 的 第 一 3], RRA 
交 赫 进行 初等 变换 , 出 于 每 进行 一 次 初等 变换 ,左上 角 的 元 素 至 少 
降低 一 次 ,而 原来 的 an ) 的 次 数 是 有 限 的 , 故 经 过 有 限 次 初等 变 
换 后 ,总 可 找到 与 4(X) 和 相抵 的 )- 阵 ,使 它 的 第 一 行 与 第 一 列 的 所 
有 元 素 都 能 被 左上 角 元 素 所 整除 , 故 不 妨 设 BCX) 就 是 具有 这 种 性 
ҢА е, 
+256. 


В(%)!& aCA), (А) БА), i, f=1, 2, est 
ТЬ (А) Бы), kasl, Ial, ўн рыл) = ВАО), 31 ВО) 
作 如 下 的 初等 变换 : 
(- #00) 9100 > (усе 


ВОМ) = | | 


— | o, 


= Н ү И bul A) 


(1) 0 БСА) БСА) А) e 
DCA) зе (1-0%) СА) +, (А) ч 
W ua wauu EMA) 


0 з DaN) Abn) 


因由 假设 ， ыу), ҮЛҮЛ 故 
DAYE- ОЬ CA) +6. (А)), 
于 是 对 MCX) 作 初等 变换 ， 


мо) ("907 азоо, 


而 ss(%) 的 次 数 比 БО.) 的 次 数 更 低 ， 且 siC%) 志 0, РАУ 
士 述 方法 于 sfX)。 由 于 ba(X) 的 次 数 是 有 限 的 ， 故 最 后 总 可 找到 
一 个 与 AC 和) 相 托 的 ARE LO), 使 它 的 左上 角 元 素 nO) R, 
Da) 不 仅 能 整除 LC(%) 的 第 一 行 与 第 一 列 的 元 素 , AER LOA) 

的 所 有 其 他 元 素 。 Шр, 
定理 2.1 K рл ARRE M. А 必 可 相抵 于 
一 个 对 角形 E, 具体 说 , MIRAI A-H РОА) 与 非 异 )- 阵 

ОСА), i 
POJO – А)О(А) 

уа), Ф), +, ФСЈ, а) 

21. 


此 处 di 入 ) 部 是 非常 数 的 首 一 多 项 式 .号 
аһ) іа (A) (=к+1, 92,56, 1) 
【证 明 】 分 两 种 情形 讨论 ， 
(i) A 中 府 少 有 一 个 非 主 对 角 沅 au 二 00 于 力 ， 例 如 ans 0, 


+ 


А-а qa се 
Ah- As -aa А-а e 
2 -а@ А-а -| 
—a oe 
— 024 -] 


(аы) 1 ap au-À) 


о ань +с e 
> 
Д -oa se 

1 0…0 

N (2) 
КК 

РАЮ 

0 


其 中 AOE n- 1 Ë А-В, 7 AODIG, WRIA RA А ВЕ 
初等 变换 ,把 M. -A 化 为 


L O 1 0 о 
oo ы 40%) | 


0 » » 


_ 1 0 
740 в) 
. 258. 


其 中 oo 20) :) 是 与 AG) 相 振 的 4-1 阶 和- 降 ， Н 
ауе ВОЙ ИЖ ЖЖ, 0) 已 出 第 二 种 初等 变换 化 为 首 
一 多 项 式 ， 寺 是 再 用 初等 变换 把 B(X) 的 第 一 行 与 第 一 列 全 消 为 


Ж, 
1 0 0 
мАн O о абу 0 
(M, о BO) Я , 
о 0 CQ) 


| EO) 0 
| 0 со 
任 一 元 素 是 do(%) 乘 某 一 多 项 式 加 到 BCX) 的 某 一 (i, J) 元 后 得 到 
RAR, in- 2 А-р СОХО ЖИЛ К БЕ da(X) 所 整除 ,于 是 用 
上 而 同样 的 方法 .逐个 进行 有 限 次 初等 变换 ,最 后 化 为 

1 


вез BO) К n-1 А-В, Т ССА) 


(M,- A)- \ а^) | dA) 
` со) aA) 


1 
%О.) 
> 40) ， 


MA) 


CRES] 
HLO) aA), ЕЕН dA), aCA), 6, dA), 
可 能 有 前 面 的 若干 个 基 1, 例如 BCX) 中 只 要 有 -个 元 素 基 非 零 数 
С ИК), 则 必 СА) = 1, 对 CCX) 等 也 是 如 此 ， 故 一 
BTA d (As l1,i=k+1,k+2, e,n 
叉 上 述 变 痪 过 程 中 的 每 一 个 5-1 АСА) ВСА) СОХ) AEE 
FM, TU, ФИ АСА) = 0, 姑息 (2) R, FEIER AE PO), 
000), 
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Mher А А "h 11 

Ро, -А)0@%)= р) 
于 是 [PO] A,- Al- ОО) = 0, 这 是 不 可 能 的 。 因 为 , PC%) 
与 Q(X) 都 是 有 限 个 初等 ERRE, KIPO) рако, [00%)! 


=4%0, X |M,- A] 显然 不 等 于 零 。 故 所 求 出 的 4O) Аже 
=. 


Gi) 如 果 信 的 所 有 非 主 对 角 元 多 是 零 ( 即 4 是 对 角 隆 》 此 时 
(Ma 一 AD)= [А -ац, А-0, 5", А-а], 
由 引 理 ,可 将 М, - A Jn 


1 „ 
а „АУ ) 
于 是 又 化 为 (的 情形 。 
定义 “ 称 (1) 式 有 边 的 对 角形 和- 阵 
[yes + LCAJ 
X М,- ACE КГА ERES, ХОР 
TN Nid), akti, k2, n=l, 
例 1 RAL- ACE [A 上) 的 法 式 ,其 中 
(Q жїзїм. 


01-1 
| 3 -2 ) 
-1 1-1 
1621 
>f» -1 1 
My- A= É +? 0 | 
А 1 -1 Atl 


CMB 1 -1 A+ł 
> i 4 +? 0 


入 -1 1 


ш, 


一 -一 > 
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—(A+l1) — 
D = 
1 =i АЖІ 
=| 0 А-1 3+3 
0 А-1 -%-А+1 


(-3)—, 
1 0 % 
4; А-1 ЗА+3 
0 А-1 -А-А+1 
Гоу 
10 0 
4: 和 -1 6 
0 А-1 一 和 -多 +4 
C6) 
{ 
1 0 0 
-| 6 -1 
0 一 知 一 多 + 和 А-1 
一 (一 1 1 
1 0 0 
4; 6 6(А-1) 
0 А 4А+А 6(А-1) 
1 0 0 
“Оң: 6 0 
0 一 和 -多 +4 (-1)0%+4+2) 
1 0 0 
очасы» 0 
500 -和 2 一 4 多 +4 (А-0) 4А +2) 
1 0 0 
4; 1 0 . 
0 0 (k-1X02+ 4k +2) 
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== 是 
1. ЖТЗ EREA 其 中 


G) (ii) 1 -1 -1 
(2) < 人 Е ч) 
2 -2 0 


2。 设 和 ,一 4 的 法 式 是 [1,1,4 .(5),4».(4),--›а„(2)], 
(及 于 直下 
RA REDT 
FD = АТ, Ааа (А) 4,09). 
SRK ЕИ ЛА g CH RE AEK 上) 相似， 
ААТ 1 3 п ЗОНА. Ais НОЕ а, RER 


$3 不 变 因 子 、 有 理 标准 形 及 其 应 用 


一 、 行 列 式 因子 与 不 变 因子 

为 了 进一步 讨论 特征 给 阵 的 法 式 , 引进 一般 的 和 - 阵 的 行列 式 
因子 与 不 变 因 子 的 概念 

жй 对 菜 一 k, 1<k<n， ШЕ n А АСА) 的 所 有 天 阶 
АЙДААН лата, ШЕ АС 
ЕЯ, йна р). 

出 行列 式 按照 它 的 一 列 的 展开 公式 显然 可 知 ，D, (А) 整除 
DA), 2&k&n, Arjit 

р^ 
м) PER, 

其 中 约定 Do(X) 51, ЖАО) YAM 的 第 个 不 变 因 子 ， 


Iskan, 


1<k=<n, а) 
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容易 算出 , п ЙТ: АКЫЙКА М, – А 的 法 式 的 行列 式 因子 

Ж, 
р) = ра) == р) =1, 
Р.) =, (k), Dnia A) = Ф, (24, (A), +, 
DACA) = Ф, 105%), (аА), 

ТШС 5, М, -A НАЗЕ п 个 不 变 因 子 ， 

І, 51, Аа) 4 (А), А0) = ааб), ++» 

ҺО) =), 
它们 恰好 是 这 个 法 式 的 # 个 主 对 第 元 ,下 面 将 证 明 ,这 些 СА) У 
(ОН M, 一 么 的 行列 式 因子 与 不 变 因子 .为 此 先 证 ， 

命题 1 A-B 4(X) 经 过 和- 阵 的 任何 初等 变换 后 , 它 的 行列 了 
因子 不 变 , 因而 它 的 不 变 内 子 也 不 变 ， 即 相抵 的 和 - 阵 有 相同 的 行 
列 式 因子 ,因而 也 有 相同 的 不 变 因 子 。 

CERI 就 AC%) 的 行 的 初等 变换 征明 好 可 , 列 变 换 可 仿 此 证 
明 。 

1。 对 第 二 种 初等 变换 ,由 于 ACX) 与 Dc)AC%), са0, 的 天 
阶 于 式 或 者 相同 ,或 者 相差 一 个 常数 因子 c, 但 因 行列 式 因子 都 是 
-LAR AOI Di(c)4(X) 的 行列 式 因子 相同 。 

2、 对 第 一 种 初等 变换 ， 由 于 АСА) Ы РАСА) йу k 阶 子 式 或 
者 相同 , 或 者 只 改变 符号 ,自然 不 影响 它们 的 行列 式 因子 (因为 它 
们 都 是 首 一 多 项 式 )。 

3， 对 第 三 种 初等 变换 ,4() 与 Ti(9(N))4CA) 的 阶 子 式 有 
下 列 两 种 可 能 :在 Toy(9(X))4(X) 中 , 凡 同 时 包含 它 的 第 i 行 与 第 
了 行 的 那些 % 阶 子 式 ， 以 及 那些 不 包含 第 二 行 的 Kk 阶 子 式 白 然 都 
与 A(%) 的 这 些 相 应 的 阶 子 式 相同 ! 而 那些 包含 Ty(9(%))AC%) 
的 第 衬 行 但 不 包 食 它 的 第 了 行 的 天 阶 子 式 显然 都 可 以 拆 成 〈 对 它 
们 的 第 主 行 ) A(%) 的 一 个 k 阶 子 式 与 MRA A(%) 的 另 一 个 
阶 子 式 之 和 , 故 AO) BJ k ТУК ОА РСА) Т (ФА) 
ADRI k ISIRIP A.G), РА) LACA), 但 当 4CX) 经 过 
第 三 种 初等 变换 Ti PAER ARE Tul A, 我 们 可 继 
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ЗЛ Тәр) =TeC-9(X)) 把 它 变 成 4(%), BB 
Tuf -POTPADA = А(А), 
ЖОН ЕТНА ЛГ, Т, ССА) АС k ИТ AOO 
HIRT С POATA) = АО) k АТК Drs 
АСА) IDEA), Ж AOA РО) аА, ТЕ 
它们 都 是 首 一 多 项 式 , 故 DOA) = 40), Ж, 
由 命题 1 Б, М, A ТЕН ХА GR) S ED T 
《组 ) 就 是 和 ,~ 和 4 的 行列 式 因 子 (组 ) STEAT) HTE 
简便 起 见 ， 以 后 就 称 它们 为 4 的 行列 式 因子 ( 纽 ) 与 和 的 不 变 因子 


Өн). 证 毕 。 
命题 2 ,~ 有 A 的 法 式 是 (由 4) 唯一 确定 的 。 
DEWI ШЖ 


СОМ) = [1, eeg Ly ва), (А), е, n GAJ] 
EM,- А ЭХ аА) а (А), ез1, 6, ñ= 1, W] Bir 
题 1, М, -А 5 CO 应 有 相间 的 不 变 因子 (组 )。 但 M,— 和 的 不 
变 因 于 (组 ) 1, 6,1, (А), ФА), +, ACA), ACA) |4, 
(А), i=k+1,k+2,...n- 1, HH CO) 至 少 有 s 个 不 变 因子 
Ж 1, ВИМ s>k BF, Ла, G) = + =@,(А)=1, ЗН (А) = 
BO) GHAI), jas+l, =n Ч БАЕВ, BDE 
E, AG) а) = 1, 
ЗН ш) =@(%),Ф=Е+1, eyn, A-A HERA ER 
ELER М„— А 的 法 式 是 唯一 的 。 证 毕 。 
例 1 没 K 与 4 是 丙 个 数 域 , 且 KCQ, 又 设 A4 与 B 是 K 上 的 
TANE MRA BE 8 上 相似 , 则 4 与 B 必 在 K 上 相似 。 
DEMI 由 假设 ,4 与 了 在 Q 上 相似 , 故 由 定理 1.1, М,-А 
与 和 -3 (TE ОГА] E) ЖЕ, IBN AS В ЖИПЕК, H 
М.А 为 法 式 的 过 程 实际 .上 不 需 涉及 O[2 rE 02638, WIR 
到 以 改 上 前 多 项 式 为 元 素 的 非 异 加 阵 РСА) Бу ОСА), й 
P(AXM,- AJQ) 
=[1, 6,1, 4100), ФА), +", 001, (2) 
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W а0)Є KIA і=к+1, +2, е, n. 同 理 ， 可 找到 元 束 取 自 
K[MBJ АВЕ ВОХ) В TOA), $ 
КАМ, BJT) 
=EL, ep 1, СА). вано СА), е, МС, 
TOEKA] i=s+1, 5+2, 6, н, BR, (DICAT 
TAL-A IJAN- BF ОГА) ЕМ, MTA,- A Ma- B 
在 QD] ЕЯ, ЮН 2, кез GF d, (2381), aA) = 
HO), iskt, ею, WACS) 


м,-В= ВАРО ОМ, -ANATOA (d) 
И М, -А 5 M,— BH КАЈ ЕЙ, WERN 1.1,А 与 如 
жк ЯН. ш, 


定理 3.1 „ИРА BIEK БАЭ ЗЕЕ, rH 
同 的 不 变 因 子 (组 ), 或 者 它们 有 相同 的 行列 式 因子 (组 )。 

DEWI 由 定理 1.1, 只 要 证 M,— À 58 M, — BE КГА] LA 
ЖЕШ ЗЕК ДЕРЕ, А 与 B 有 相同 的 不 变 因 子 (组 ) 就 可 以 了 。 

由 命题 1, 必要 性 是 显然 的 ,又 如 果 M-A S M,— B 有 相同 
的 不 变 因 子 (组 )，1，…, 1 0), 20А), +, CA), 则 由 定 
理 2.1, 存在 非 异 和 - 陈 РОА) ОО) КО) ТО), 使 

POOR- AJOA) = [1 1, =, 1, dk (3), ++, 4,(%)1 

= КОСМ, — BTC), 

即 成 立 (4) 式 , 故 M, 一 和 4 与 -8 相抵 ， 充 分 性 得 证 .证 E, 


二 、 有 理 标 准 形 (Frobenius 标准 形 ) 
定理 3.1 使 我 们 有 可 能 去 建立 与 4 相似 的 一 个 标准 形 。 设 
了 0) 
是 4 的 不 变 因 子 组 , H d, CA) 的 次 数 т :>1, di(X)EK[NJ,1= 
1,2, <, пк, ШИШ GO [9 Сри 
патат, D теп, 


W Fi, Ез, ++, Fuon Ц dya (A), ФО), ++, 40А) 的 友 阵 ， 
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ЖР, ЖЖ ra РЇ ,Ё=1,2,+е,п-К, 
定义 ” 称 分 块 对 角 阵 ， 
P=[F, Fz, e, Ру] 
为 4 的 有 理 标准 形 ， 或 Frobenius 标准 形 ， 而 称 F, 为 Frobenius 
%,1=1,2,+е,п—К, 
定理 3.2 AKEEM n WE АСЕК Б) 必 相 似 于 它 的 
有 理 标准 形 F. 
【证 明 】 由 定理 3.1， 只 要 证 4 与 F 有 相同 的 不 变 因 子 GE) 
即 可 。 任 到 的 不 变 因 子 d, QD, Iicn- К, i 
а, СА) = Аар в tee H Gerh F Qirga 
R йн ООН ЖЕЕ Е, s 
00 + 0 一 or 


10 0 qt 
F,=1 0 1 0 -arna 小 
3 0 - 1 ~an 


ЗІР, 的 第 产 个 行列 式 因子 是 Mn E| E 40), ТР, Ж 
nol 个 行列 式 因子 必 是 1。 ХАҢ М, F 的 如 下 的 re 一 1 阶 


Жи 
| -1 À 
-1 À * 
-1 =(-1у=! 
оох 
0 s -1 
ЖЕР, 的 前 六 ~ 工 个 行列 式 因 子 必 也 全 是 1088 РСА) DA), 
所以 Me F, 药 不 变 因子 (级 ) 是 ，1 56,1, 4, (А), 于 是 山 定理 
2.1, 存在 ri ЗЕЕ АНЕ РА), Q (A), AE 
P (АСМ, ВО = (1, 6,1, б, (А)], 1<i<k, 
KOIDE i=1, 2,1, n-k, 成 立 下 式 : 
EPIA), е, Pas ONJO- ADA), ++, Ф, (А) 
= (1, 6,1, (А), зе, 1,+е,1,Ф(%)у], 
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显然 可 用 第 一 种 初等 阵 Pi 作 行 与 列 的 对 调 ， 把 上 式 右边 的 对 角 
ТЕТУ Е, РАЕМ, Е 与 对 角 阵 [1， …，1， 
а, 10), +, СТАС, ЛА ЕАД. 证 毕 。 
例 2 如 果 4 阶 阵 4 的 不 变 因 子 (组 ) 是 
1,+1,(М+1)%=3+8%+83 +1, 
则 4 的 有 理 标 准 形 是 由 两 个 Frobenius Б ДАМ ВОТ АНЕ: 
-1 0 0 0 


0|00 ~i 
F=[F;, F,] = ñ 
0|1 0-3 
0°] 01-3 
яз ж 


0 1 -=i 
“| 3 —2 
-1 1 -i 
的 有 理 标 准 形 。 


[ 解 ] 在 82 钢 1 中 已 求 出 4 的 不 变 因 子 ( 纪 ) 是 
1, 1, (A 1X(A2 t 4h +2)=A34 3M2- 24-2, 
故 4 指 有 有理 标准 形 是 一 个 Frobenius HRA 3 阶 阵 : 


0 0 2 
Fs|l1 0 2|， 
0 1 -3 


于 是 4 在 有 理 数 域 上 相似 于 F. 

方 阵 的 有 理 标准 形 F 的 一 个 突出 的 优点 是 ， 它 不 仅 在 理论 上 
十 存在 的 ,而 且 总 可 以 具体 求 出 它 , 正 是 由 于 这 一 点 , 所 以 无 论 在 
应 用 上 以 及 理论 推导 中 , 它 都 有 较 大 的 作用 ,特别 是 一 些 用 别 的 方 
法 难以 论证 的 结论 , 有 时 却 可 用 它 来 解决 (将 在 本 节 第 三 段 及 习题 
中 初步 看 到 这 一 点 )。 


三 、 有 理 标准 形 的 应 用 
方 阵 的 有 再 标 准 形 有 广泛 的 应 用 , 今 由 它 来 证 明 著 名 的 : 
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3.3(Ezebenins) ERUR K Li n MEA IHES T 
М БЛИЗКА А, A| СА) mC), W 

G ) т(А)= GOA); 

СН) 大和 ) 在 上 的 任 一 不 可 药 因 式 都 是 m(X) 的 因 式 。 
此 处 4.(%) 是 4 的 最 后 一 个 不 变 因 子 。 

【证 明 】 先 证 (i)。 因 为 4 在 KK 上 相似 于 它 的 有 还 标准 形 
F= [Fi, Fz, 0, PF,_n], 
полар, баа ше тА). 
另 一 方面 ,F МУКА Р, Fa o, F,-, 的 最 小 多 项 式 的 最 

ЛАА. Р, ШЕ ЕЛА Фын), е 
dnl sam), 51, n-k, 
所 以 Pi, Fo, +=, Р, 的 最 小 多 项 式 的 最 小 公信 式 就 是 m(), 于 
JÉ m( À) =4,(А), 
FAEG. BIOYE K ERRESA 


fA) = PAPPA POAN", (5) 
ДСО К ДАр, 11,2, e, s, {Н 
ЈО) = d. (d, OO 4,(A), (6) 


此 处 dr) 是 4 的 非常 数 不 变 因子 ,f= 1， 2, п, 向 (5) 式 
与 (8) 式 可 知 , 任 一 O ЕЦ dA), Iis, Т4) 
nk 但 (1d), j=1 п, ОАА), 
证 毕 。 

推论 1 А 的 特征 多 项 式 与 最 小 多 项 趟 相等 的 充 到 条 Pt 是 ， 
M,- A MEn- 个 行列 式 因 于 Da) 

RAA, h т) = d(O) =... 即 得 推论 1 

推论 2 么 的 任 一 特征 们 必 且 A 的 最 小 多 项 式 m(%) 的 复 
根 。 

这 因为 ，fC 和 在 复数 堪 上 的 不 可 约 因 式 必 为 A 一 ,t=1, 2， 
сун, TERRE 8.20008), т), Врт) = 0,2-1, 
2e, n, 
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推论 3 如 果 ? 阶 阵 4 的 4 个 特征 值 全 不 相同 ， 姗 4 的 特征 
多 项 式 与 琢 小 多 项 式 相 等 、 

这 由 推论 2 可 以 明显 地 看 出 。 

由 笠 有 理 标准 形 应 用 的 广泛 性 ， 故 再 举 一 综 合 运 用 之 例 以 说 
明 它 的 作用 ,将 在 本 章 的 选 做 题 中 给 出 它 更 多 的 应 用 。 

"P 4 (Wonenburger-Djokovi6, 1966—1967) tik K ЕҢ 
пй АН ЫК ЕХ А ЕЛИН ЕАН, А 为 非 异 
Ж, НА Ыр AT (在 K 上 ) 相 似 。 

【证 明 】 必要 性 是 明显 的 , 因为 车 

А=вВ,В;, 
而 Bu, В, 都 是 K 上 的 对 合 阵 , 即 Ву = В,,1=1,2, 则 上 式 可 改写 
为 
А А = В.(В,В,)Вг'= В,А!Вг!, 
МАЧАТ ЖШ, 

ЗЕ, А КАРС) 1, е, 1, (А), 4, (AD, 
ACA), MACA) 都 是 非常 数 多 项 式 ,， ?=kt1,k+2,…,n。 设 
410%), 0А), +, dol 和) 的 友 阵 分 别 是 Fi, Fos ees Б„_„, ДИҢ 
定理 3.2, FERRE P, 使 

PAP =[F;, Pa, =, Е, 1], 
ШЕ А АЕН БЕ, ТЕ 
P''A-1P = [Pr!, Ру1, e, Frl] =B. 
RRA H ATI DL ДА 5 B ND, РОТАГА Н Ар р 
《组 ), 今 对 任 一 Fi, 1<i<n 一 kK, 为 方便 计 , 记 这 个 暂时 到 定 的 号 = 
Р, BF J r 阶 阵 ,把 户 如 下 分 块 ， 
Ua 7) 
F= ‚в=(-а,, Sapa y 0), 
I а 
其 中 是 7 一 工 维 列 向 量 。 由 假设 4 是 非 异 阵 , 故 瑟 = 民 也 上 
阵 , 于 是 0,50, Н. 
F-:-( -aat ay, 


ар 0 
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ш. 
кое ағ) от 


at о» 


1 Е (177, МОМ, -F Ж r—-1 4 
行列 式 因子 是 1, 因而 F 的 不 变 因子 (组 ) 是 1,…, 1, ВСА). 

EFP, F7, е, Foly 的 特征 多 项 式 分 别 是 а (А), Наза 
СА), =, B CAD. MURIR ARRERA, Fr 的 不 变 因 子 (组 ) 是 1， 
enl, (A). i=l, Zenek, ФЕМ, В [1, 6,1, Baat 
СА) ва 20А), е, ВСА Ж . Е 1, s, 1, да (А), Hrsz 
(А), +, САУ B ВОЛКА С). BE Ла, kas t Mre 是 Fi 
的 特征 值 , 则 A А, +, А ЖЕ Fr ДИНЫ, тсн – k, 于 是 

а, АС) |М Fil E (АА) Аа) 0А мы), 


e, 


Igisn-k, К) 
ња) = Ма Е = (А) А) САА) 
l<i<n-k, (8) 


由 于 deal) ldr A), ОИЕ J, усе, НҢ 
A= Mis) lansis CA) 
所 以 山 (7) 式 与 (8) 式 显然 可 得 
Q= Mila (A) ISJ, 
EP ша (А) Ars CA) b51, 2, pnek З 1, e, 1, Шэ 
О), зг), > „ОЕ B КУРСАН), 所 以 它们 也 是 入 
的 不 变 因 子 组 , 故 由 法 式 的 唯一 性 可 得 ， 
4&«М=шщ(),ї=Кк+1,К+2,+е,п, 
另 一 方面 ， 对 取 定 的 一 个 书 ， W den sr =r, {йїп F, 8 F 


的 友 阵 分 别 是 
акл) = № EATI E OAT? A +a K +a, (9) 
вА) = АЪТ EDAT +. +b. ih +b, (10) 
MJ СА) = СА) ВГ 


a=b, ја 1,2, 06,0, (11) 
但 出 (9)》(10) 式 以 及 Victa 公式 ， 
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y им -1 
br" (ру) a 
=: | 
ъ= (ААА 
toa 
--о( м) ХААА а 
=. 
ыала, k=1,2,..,r-1, 
ЖААСА ју <, 69, 故 由 (11) 式 
可 得 : 


а„= rt а= ара, 3, k= 1, 2, e r-l, (12) 
于 是 出 (12) 式 得 到 

а„=1,ау—а„„ь=0,К=1,2,+е,г—1, (13) 

а, = –1, artars=0, k=1, 2, =, rml, (14) 
志 (13) 式 与 (14) 式 可 知 


0 +1 
neh 71), 
ri a 


WHH or = 工时 有 分 解 式 ， 


下 0 =i\ /-1 0 0 1 a5) 
= a -( а Ji (л of 


其 中 


易 知 


0 1 
=J, 
1а 0 


是 对 合 阵 , (18) ВТА, @- „= 0, Ж 


-1 0 -1 0 1 0 
= =h, 
а 1 a Jei =at], ia 11 
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[~ 0 
[| нањ, 


` % лд 


H, уа, = –181, ВО) а +7, ла= 0, 由 此 可 证 


1 0 2 _ 
a na) 
0 1 1 0 0 1 - 
F = = j, (16) 
һа а а deaji 0 


Жш (15) R4 (16) 式 可 知 ， 当 4 与 4! 相似 时 ，A 的 每 一 个 
Frobenius Ж F, 恒 可 分 解 为 多 上 两 个 对 合 阵 ВОО, BERRE: 
F = БЇ?В{Э,Ф=1,2,+е,п-К, 
故 由 二 式 即 得 
人 = Р[Е;, Ез, t, F, ] P 
=Р[В?В{Ф?, ВВ, =, Во, B£ JP "1 
=(P[Bí2, В}, i, BAD IP 1) 
(P[Bí2, BP, BES.]P-!) = B.B, 


且 此 时 


易 知 
B1= Р[В{Э, ВДЭ, e, ВОР", 
Bs= Р[В{Э, В}Э,--, БИМ]РТ!, 
ЖЕК БЙРГЕ, 证 毕 。 . 
不 难看 出 , 例 4 的 充分 性 的 证 明 是 构造 性 的 ,用 它 可 基体 求 出 
当 4 与 47! 相似 时 和 4 的 分 解 式 。 例如, 有理数 域 上 的 3 阶 阵 ， 


0 3 -3 
1 

A| $£ 0 1 

1 1 了 

з 72 2 


TERTE 1, 1, А-Т А-1, 出 此 易 知 4 与 4-1 有 相 
园 的 特征 人 ,它们 是 1 а, a'H aa 1), ША 5 ATE 相似 ,县 A 的 有 
+272. 


APERE 


0 0 1 
7 
в-{1 ° =a], 
7 
91 + 


而 变换 阵 P 与 其 道 可 取 作 


зоо зоо 
P=|o 11|, рә [011], 
010 0 10 


ТАНИ 5 ОЕА ЕС (15) 8145 


100 
0 0 1 
Toa 
4=|p| 7% р уро 1 0 |e, 
T ' 1 0 O 
+o 
所 以 4 分 解 为 两 个 对 合 阵 乘积 的 分 解 式 是 ， 
9 3 -3 10 0VW03 -3 
£ ° 1j o: з, 1 
т 
177 -了 1 -1 
тот т $ 001 
з а 


1. ТЗН О ОТГ РИЯ ВЕН ER: 
G) di) 1 0 1 
А= [1,2,3], „(2 -1 中 
- 0 1 -1 
2. 用 4- 阵 的 初等 变换 同时 结合 用 行列 式 因子 的 方法 ， 有 求 下 列 方 阵 .4 的 
转 征 矩阵 的 法 式 ， 
«218, 


G) 0 1-1 Gi 1-10 
af 3 -2 ') = 1 21} 
-1 1 -1 0 -i 1 


tii) 1 -1 1 -1 
-3 3 -5 4 

45| s -4 3 -4 

35 -10 11 -11 


38， 已 知 下 列 方 降 的 不 变 国 子 (4 /A 的 有 再 标准 形 
G) FARF (Œ) Ж1,1,1, (8-1), (А-1)(А+2), (4-1)(41+2) 
(+); 


因子 (组 } 是 1 1, 1, 4+1 (4 +1)?, (4+1). 
求 第 1 三 中 的 各 个 4 的 有 理 标准 形 。 

5. RAR нЕ, RE 

G) А.-А ТЕ А 的 形状 ,0<JSm 

Gi) 4 必 相似 于 下 面 的 分 块 对 角 阵 ， 

[Nr №, … МД, 


TN: REEM 


їп, MAE. 

86、 如果 数 域 久 上 的 " 阶 阵 4 的 不 变 因子 (组 ) 是 

1 1, РА) = |А1„- Al, 

HIA = 21 ( 称 这 种 4 为 KK 上 的 么 楼 阵 ), 求证 : 必 可 分 解 为 以 上 三 个 对 合 
нл. 
(л ш ЛЕГЕНЕҢ ҢИЛ 0 Frobenius j F, kin F ss 
个 对 会 阵 的 采 积 。) 

7。 如 果 数 域 基 上 的 4 阶 么 模 阵 A 在 区 上 有 个 不 同 的 特征 值 ， 则 A4 必 
可 分 解 为 以 上 三 个 对 合 阵 的 乘积 。 
(提示 :应 用 上 一 十 的 结论 。) 
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$4 初等 因子 、Jacobson 标准 形 


~. PAF 

方 阵 4 的 有 理 标准 形 刀 昌 然 有 很 大 优点 , ищ n BKI, Р 
每 一 个 Frobenius 欣 的 阶 数 还 可 能 很 大 ， 这 是 它 的 不 足 之 处 。 本 
节 将 要 把 每 一 个 Frobenius 块 分 得 更 细 ， 这 样 可 以 得 到 更 精致 的 
结果 , 为 此 引进 4 的 初等 因子 的 概念 。 

É 40%), dk), +, аА) А НОЗЕ ОКА, СА) 
ЄКІАЈ, і= +1, +2, ve, п, аА) 分 解 为 K 上 的 不 可 约 因 
式 的 乘积 ， 

LCA) = PiE PA) P (K), 
中 PEKERTI H, u 都 是 正 整数 ,i=1, 2,…, t。 于 是 任 
一 dX 入 ) 可 写成 ` 
LCA) = PAY ROA) ep (AYU, к+1<ј<а,‹. (1) 
而 ra 是 非 负 整数 , 且 满足 
Or rr Er, 1=1,2, ,tf 
CAH 40А) 4,10), у=Е+1,Е+2,+е,п-1), 

ЖХ 当 mrz>l1 时 , 称 (1) 中 的 每 一 个 р” АВ GR М„- A 
的 ) 初 等 因子 。 称 4 的 所 有 初等 因子 的 集合 为 《的 初等 因子 组 。 

易 知 4 的 初等 因子 组 是 直上 4 唯一 确定 的 。 И 

ИІ 设 27 阶 阵 4 的 不 变 因 子 组 是 ，， 

244-1 
71-10-89), 
СА 1) HAINA- 3) 82, 
С-ТА А 195002 3M В), 
出 4 在 下 列 各 自 的 基 域 上 的 初等 因子 组 是 ， 
1， 在 有 理 数 域 9 上 共有 10 个 初等 因子 ; 即 
(0-1), -12, (А-1); 348—3,4—-3, 9—8, 
(08-8), (05-8), 4 +% +1, (和 2 二 二 1)3。 
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2， 在 数 域 QC(YV3) 上 共有 12 个 初等 因子 , 即 
\-1,(%-1°, Ch—1) А 3 —3, 0-33 
(%-2// 7 у, (K 2./ 2 05 
(А+2/ 2, (А2472 X + +1, (АА), 
3. 在 数 域 Q(V 3 ) 上 共有 13 个 初等 因子 , 即 - 
А-1, (~1)2 (А-1) А- М3, А-3, -/Зу 
Акм, АВИ 3, MV3; (А-8), (А-8); 
22 + 和 二 1， (А + +1), 
4 在 实数 域 尺 上 共有 15 个 初等 因子 , 即 
А-1, (А10, M1 A VB, MV3, -VS 
м5, MMI, +З, (M2V TPO- у, 
(M+2V 2 )2, (А2572 у; M+A+1, (HAHI). 
5. 在 复数 域 C 上 共有 17 个 初等 因子 , BB 
A-1, A-1}, (А-1) NM-MV3, А-У, А-У3; 
AtV I, АМ +З) (А- 273), (А202 у, 
(+20722, (А2372), А-а, (А o) 


лай, (Ааф o= 21+723), 


由 上 例 可 见 ,4 ЙАРА ВЕЗАО АЛУА, ЖОХ 
扩大 ( 因 28cQ9wV3CcRCC)， 初等 因子 全 多 。 
定理 4.1 数 域 K 上 的 4 阶 阵 委 与 相似 的 充 要 条 件 是 ， 它 
们 有 相同 的 初等 因子 组 。 
【证明 】 必要 性 是 明显 的 ,因为 和 4 与 8 相似 , 故 条 一 和 4 与 氏 - 
B 有 相同 的 不 变 因 子 (组 ), 因 此 它们 有 相同 的 初等 因子 组 。 
充分 性 , 设 4 与 号 有 相同 的 初等 因子 组 , 任 取 一 个 初等 因 子 
p (Ay, 把 所 有 P 允 的 竺 次 方 的 那些 初等 因子 按 降 短 排 列 
PAY, PAJE ее, DIAJ 
TAST l, j=l, 2,1, t, (2) 
作 多 项 式 
(А) = PLAJ PAPA)", iskt, nel, н, (3) 
«26. 


Эи Оу (у, sktl, 6,0-1, 所 以 由 方 阵 的 阶 数 n 及 
它 的 初等 因子 纪 就 叭 一 决定 也 阶 阵 的 不 变 因 子 ( 组 )。 今 4 与 B 
都 是 3 阶 孟 ， 且 它们 的 初等 因子 组 相同 ， 所 以 4 与 也 的 不 变 因子 
(组 ) 相 同 ,因而 A 与 BB 相似， С 证 毕 。 

定理 4.1 的 充分 性 的 证 明 过 程 实际 上 提供 了 一 个 由 和 4 的 阶 数 
以 及 它 的 初等 因子 组 找 出 和 4 的 不 变 因子 (组 ) 的 方法 (通过 (2) 与 
(3) 两 步 )。“ 


=. Jacobson #5 Jordan #, Jacobson 标准 贿 
(А) = О + ау}?! +++ +a, ЭБАК ER п АСЕ 
下 上 上) 的 任 一 初等 因子 ， 其 中 BC) = мама, 对 天 不 可 


约 , 设 F 为 p(%) 的 友 阵 , 作 s И: 
оо. 0 
N=cooOsl o ob ч) 
ШЕР 阶 分 块 上 三 角 阵 
F N 
F N 
J= зм} G) 
ы 
显然 了 是 大 阶 阵 ,而 
o7 1 ° ° 
о o оз 60 
了 = ...................... (6) 
0 0 0 ml 


T8, Sari =й; + =ar 


称 (5) 式 的 了 为 (相应 于 ) 初 等 因子 P(N): 的 Jacobson Ж, 
例 2 . 设 有 理 数 域 Q 上 的 方 阵 4 的 某 一 个 初等 因子 为 (和 3 一 2 
271. 


+])2,， 则 (相应 于 ) (АЗ-АЗ + 132 的 Jacobson 块 为 下 面 的 2x3=6 
ЕЙ 


01030 о 0 
REEE 

F N -101A 0 0 
(оь o о 010 
а) 

о о оД-1 01 

0910 000 

| 901 ооо 
I~101 100 

| ооо о1о 
000 001 
000-101 


Jacobson 类 的 一 个 明显 特点 是 ， 它 的 主 对 角 线 相信 的 右上 角 
对 角 线 的 元 素 全 是 1， 而 其 余 上 三 角 元 素 全 是 0， 于 是 它 有 一 个 
4~1 阶 于 式 等 于 1 
Jacobson 决 的 一 个 重要 的 特殊 情形 是 ， 当 不 可 约 因 式 是 一 次 
式 ， 此 时 s=1, N= (1)， 所 以 相应 于 (》- A 的 Jacobson 所 是 下 
HN MEERE: 
M 1 
м1 
T= bL 
м1 
N 
ВлГУ АНН РСА А)? 的 Jordan $, 
命题 1 РО)» 的 Jacobson 38 ЙЕНЕ Mn -I 相抵 于 下 
TR 1, 阶 对 角形 X-B, 
D, 1, =, 1, pC] 
ЖАБР) надаа, B p(AE K ERIA, 
218. 


CEW 下 为 了 的 第 3 AHIRET DaO 


MF -N 
M-F -N 
Da (A) = JM, -可 = СЯ И 
М,-Е/ 


=|MM,-F'|: = p(M:, 

其 中 下 是 p(X) 的 友 阵 ,而 Xi, 一] 的 有 上 角 有 一 个 二 ~1 院子 式 等 
+ (-1) 1, DuaL, 所 以 了 的 不 变 因子 (组 ) 是 , 1,…， 
1, PAY, FÆ MaI SORRA MIE 和 - 阵 相抵 。 证 毕 。 

下 面 引 进 方 隆 A 的 Jacobson 标准 形 。 БАУЛУ CH) 
Rl, 1,48 (0), Ф.А), 6, 40А), аА) аак E 
的 标准 分 解 式 是 

аА) = рк) (Ap (kye,i=k+l,k+2, myn, 
其 中 一 ()) 对 天 不 可 约 。 又 设 &()) 的 分 解 式 中 那些 不 等 于 有 零 的 指 
ЖЕ loo loo ha Л, Tos То. 是 (相应 对) 初等 因子 
эу", p (At, =, ри СА) 的 Jacobson B, j 

h= Lig hnst hin] 2 (8) 
了 ае нан ә, А, (9) 

称 (9) 式 的 了 为 A 的 Jacobson 标准 形 。 

由 和 4 的 Jacobson 标准 形 的 作法 可 知 , 了 就 是 4 的 所 有 初等 国 
子 (所 相应 ) 的 Jacobson 块 所 成 的 分 抉 对 角 阵 ， 且 可 认为 《8) 式 的 
З А ЖЕР di(X)( 所 相应 ) 的 分 所 对 角 阵 。 

例 3 设 实数 域 R 上 的 10 阶 阵 4 的 不 变 因 子 (组 ) 是 ， 

8 个 1 
I i, аА) = -1M HA) 
do(X)= (%- 1)%(2+А+ 1), 

求 4 的 Jacobson БЕ Ё, 

U @(X) 的 两 个 不 可 约 因子 (对 R)GQ 12, АІ (ВР 
相应 ) 的 Jacobson 块 分 别 是 
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11 0 1 
Н 小 (2 -1 } 
放 АВРО ЫК 
_ (1 1) 
| 人 iV 
Tü dC BDE BSI AAL 的 平方 (所 相应 ) 的 Jacobson Ж 


0 1 0 0\ 

(i Е o) 

0 1 

(_ 2) 

故 di( )( ЭТАН 1 JE 
туа 
(a) 
0 1 0 0 
Jio= (i 2) 人 2) , 


所以 入 的 Jacobson 标准 形 是 下 商 的 10 Br, 
了 = [J, To] 


a | 
КЕ 
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为 了 应 用 上 为 方便 ， 通 常 把 有 相同 初等 因子 (所 相应 ) 前 各 个 
Jacobson 块 紧 接 在 一 起 , 即 


(A-1), (А-1) мА, (和 2 十 和 二 12 
因此 相应 前 Jacobson 块 所 成 的 分 块 阵 可 以 写成 


| 


] 
| 
| 


| 
b 
0 1 ooy | 
(i -1 ) (i з) | 
. ( 0 1 ) |. 
l -1 -1/]J 
最 然 了 与 了 是 相似 的 ,7 与 了 仅 是 各 个 Jacobson ИЕ tk PF Ж 
Ша ` 
一 般 地 , 设 = 阶 阵 A 的 初等 因子 组 是 
PAFS, pO, e, p (AA 
PaA, De( 入 ) 2, p (k) 
бру, p (A), зе, DAJY, 
它们 (相应 ) 前 Jacobson. 抉 依次 记 为 


Ti Ја, s ИЕ НЕЕ ау oes aste 


: Ted t dass 
作 分 块 对 角 阵 : 


了 = ц, Жи, eJ. эда, б, Тыл, е, Jiss Joey е, Л], 
(10) 
也 称 H AR Jacobson 标准 形 。 


因为 一 个 方 阵 A 的 初等 因子 是 由 А 《及 其 阶 数 ) 唯 -确定 的 

所 以 车 不 计 Jacobson 所 的 次 序 , 则 人 的 Jacobson НЕЛЕ СЕН А) 
唯一 确定 的 。 
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=. Jacobson 定理 

本 组 将 证 明 任何 方 阵 4 必 相似 于 它 的 Jacobson 标准 形 , 为 此 
FE 

命题 2 WORKER п АТН ЖЕ ТЕМ, АНЗ 
对 角形 和- 阵 : 

BOYS IAO), СА), =, ҺОА)], (11) 
Жр AONI ОА) 都 是 K 上 的 首 一 多 项 式 , 但 CX) 未 必 整 除 
Aa) i=l, 2, eanl. WR ROVE K ERWIES ERE: 
ҺО) = PAYOR DAY", i=l, 2,0, n, 

则 那些 zys0 所 相应 的 OANE ARE ASAP, 

I 证 明 】 只 要 证 明 ，(i) Ip 1.,a=0 所 相应 前 DPI) A 
HUSAT (G) 所 有 这 些 k deep (A) 的 和 等 于 闫 即 可 。 

FREG) TRAE, EE 


hI, (12). 
否则 可 用 )- 阵 的 初等 变换 调动 #(X) 的 次 序 ， 便 可 达到 这 一 月 的 ， 
今 把 (11) 式 的 BOYI R 


BCR) = [PAN ICA), PANEDA), ++, РІА) N)], 
PAJAC), Iisa, 
如 果 对 某 一 py = 0, btt, 则 由 (12) 式 可 知 ， 
lastas ==, ， 
故此 时 BO) 的 第 天 阶 行列 式 因子 不 包含 OA WRK, SHR 
BCX) 的 第 Ek+1 阶 ,K+2 И, еи 阶 行列 式 因子 ,对 任 一 +, Sra 
п-1, 易 知 ВО) r 个 行列 式 因子 是 
РА) = р) нен), H POAT Оу, 

而 

Dra A) =p (А) NA), pM) Оу, 
故 BCkM) 的 不 变 因 子 是 


аа) BeA руне), B POEVAD, 
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这 说 明 ， 当 hemnet 时，B(X) 的 不 变 因子 (也 即 44 的 不 变 因子 ) 中 
RE OI, е, p (A). 而且 BORAT РСА) 
等 因子 只 能 有 这 I 


论证 方法 可 知 , 那些 8 二 4 ТАНЕ РУСА), 
25и, А АТОНА ИГРА, HAWA ру) 的 初 
等 因子 只 能 有 这 些 。 
由 让 (X) 的 上 述 分 解 显然 可 知 ， 这 些 3y degp (À) та J n 
《由 不 变 因子 看 出 uB] p Gi, 证 毕 。 
ҥй 2 可 知 ,对 角 阵 的 初等 因子 (组 ) 是 :和 一 01, 和 一 02,，*…， 
А-а, С а, аз, ++, a, 是 主 对 角 元 )。 命题 ? 还 提供 了 一 个 求 
4 的 初等 网 子 组 的 简便 方法 ， 即 只 要 把 M-A 相抵 于 其 一 个 对 角 
JÉ 和 - 阵 , 则 它 的 主 对 角 元 的 不 可 约 因子 的 需 次 方 的 全 体 就 是 和 的 
初等 因子 组 。 我 们 常用 此 法 先 找 出 4 的 初等 因子 组 ， 然 后 根据 入 
Ип, 写 出 和 4 的 不 变 天 子 〈 组 )。〈 从 而 也 可 求 出 人 江 - 4 的 法 
式 , ) 
定理 4.2(Jacobson) ЖЮК EAEI n IEE AD CE K ED 
相似 于 它 的 Jacobson 标准 形 J. 
【证 明 】 А (在 kK 上) 的 初等 因子 组 是 ， 
DAD. (和 和 BDI 
PADE, POY p eeg p (AD, 
它们 (所 相应 ) 的 Jacobson 块 是 ; 
Firs Jats os арн Tas е, Tanh 


НЕТ 1, 存在 非 异 А-В P (k), ОСА) 使 


PaA =)= [ly =... ‚1,р(%)'“], 1 
ОМ a 500, КА) = (1, ее 51, р(х], 
К - (13) 
РОМ, 000» 1, =. » 1, PJ, 
| 
|, BC 
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其 中 16 是 与 Jiy 间 阶 的 单位 阵 。 于 是 
РОО, 7)0() 
= РУМ Ju, ч, Аа Ладо e Mis 


=. M... JOA) сч) 
кана 
Р(\у={Ри(А%), =", P, (M), ++, P (K), ==, Р. (А, 
0(%)=[0и0%), ++, ОО), +, ФА), r, Quri AJ] 


把 (13) 诸 式 代入 (14) 式 , 即 得 
PODO- А)О(А) 
= {1, ө, 1, PA)", +е, 1, +е, 1, рл)", 1, Он 1, 
ра)", 1, 56,1, p (Aye, 
由 命 古 2 可知 , 4 与 了 的 初等 因子 组 相同 , 故 由 定理 4, А 与 了 相 
似 。 证 毕 。 


3 E 


1 把 直列 方 阵 4 的 特征 得 阵 化 成 对 角形 本 阵 ， 从 而 求 出 它们 在 各 自 基 
ЯК тент, 


ü . 0 1-1 
4 3 -2 °) K=Q 002), 003). (Q 为 


1 1 -1 
FESD; 
di) 1-1 + -1 
-3 3 -5 4 
Д 8 —4 3 ee 
15 10 п-и 


2. жети, -1,2,1; 人 p Jacobson 标准 形 。 
941 
з. вий (ШЕ), Do, +7) 0P-5， 
алу Б) (2 — 333, ЖЕ АБА ЗЗА Ей Jacobson 标准 形 。 
O жий о, GD AVI) Gi) QG/5) Gv) XIR R- 
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煞 域 玉 上 的 方 阵 妈 记 也 于 对 朋 笑 的 完 费 条 件 是 ,4 的 任 亲 初等 


5. 月 Jacobson MERER: SRK БУЛ АЗДЕР (K БУАГА 
А, А 的 县 小 多 项 式 (在 玉 上 ) 有 上 且 只 有 单 根 。 
`6. 设 有 理 数 域 上 的 2n 阶 隆 .4 的 特征 多 项 式 的 所 有 不 可 约 因 式 是 z2 + 
z+1, 22-2, 又 设 有 的 最 小 多 项 式 是 4 次 式 , 求证 ，4 在 复数 域 上 必 相似 于 
HAR. 


85. Jordan 标准 形 


本 节 讨 论 复数 域 C 上 的 n B BE A Bü Jacobson 标 准 形 。 因 为 复 
数 域 上 的 不 可 约 因 式 必 是 一 次 式 ， 故 4 的 初等 因 于 组 都 是 A- 
м) 的 形状 ， 因而 每 一 Jacóbson 抉 都 是 Jordan Ж, 于 是 由 Jacob- 
son 定理 显然 可 得 ; 
定理 5.1 (Jordan) 任何 复方 隆 4 必 相似 于 下 面 的 分 块 对 角 
BE: ， 
J= ЈО), IOa), 1 G, а) 
WERTE 1% ) 的 次 序 外 ,7 是 叭 一 的 。 此 处 Ni М, ++, 全 
不 相同 ,而 TCM ) 是 下 列 分 块 对 角 阵 ， 
TADE D А), 0%), а), 


J=1,2,.., t, (2) 
ЖОР Л, CADIE T TIR py 阶 Jordan Her 
м1 
с) М}. 
wM) = .. ~ ip 
ы 
К=1,2?,+е, рр jal, 2,5 t, (3) 


称 了 为 4 的 Jordan 标准 形 。 
BI АИВ, 
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© 
e © о н 
i 
= 
° = © с 


的 Jordan 标准 形 。 
Їй] 因为 特征 知 阵 
[+1 ~1 0 0 


AN-A= 


的 4 阶 行列 式 因子 显然 是 : 
Di= [A-A] =(2+X+12, 
А-А 又 有 一 个 3 Br rk, 


-1 0 0 
a -1  0|=(-10#=—1, 
0 А+1 ~1 


放 Ds=1, 于 是 和 的 不 变 因 子 (组 ) 是 ， 1, 1， 1 (7+A+17, 所 以 
АШАДЫ: (+0), (ato), 其 中 


e= 1 += . 
由 此 可 知 殷 的 Jordan 标准 形 是 ， 
о 1 0 0 
оо о 0 
2=[2(0), 10)1= ооо 1Í ч) 
0 0 0 æ 


例 1 说 明 , 有 时 未 必要 用 和 - 阵 的 初等 变换 , 而 直接 用 求 X — A 
的 行列 式 因 子 来 找 出 人 4 的 初等 因子 乃 是 方便 的 ， 

Jordan 标准 形 在 算 阵 分 解 理论 中 也 有 它 的 庶 用 ， 下 面 两 便便 
Ж. 
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#12 (Vos) 数 城 K 上 前 任何 方 阵 必 可 分 解 为 复数 域 上 的 机 
个 对 称 阵 的 乘积 。 
БИЙ S 指 的 是 ,满足 S = S 的 复方 阵 , ЕЯ наге 


mite j, os( 2. Узия. 它 显然 不 是 Hermite 
м1 М-1 
в. 
DENI А АЕА ЕНЕ, AT EIR 


A= РОСА), ЈА), +, ЈА, )1Р1= Р1Р-}, (5) 
TEAR PAE IOa) 中 的 每 一 个 Jordan Л, (А) 必 可 分 解 为 下 
面 两 个 复 对 称 阵 的 乘积 

м 1 


M 1 
л.) = ыз 


As 1 
=о{РОР, 
АУТО ЯВ 
TELOR, +, QB, ч, OFP, +, ОТОР, +, 
о, s OP, ;OFF = 0:02, 
于 是 由 (5) 式 ,4 可 分 解 为 下 面 两 个 复 对 称 阵 的 乘积 ， 


А= РЈР!=(РОЏР/)((Р-1) ОРІ), 证 毕 。 
例 3 ORK ERLA NEA DAAR 
A=S+N, (6) 


且 SN=NS。 其 中 Y 是 宪 等 阵 , 而 5( 复 ) 相 似 于 分 块 对 角 阵 ， 
Олы, Мы, +, МЫ], 


称 S 为 半 单 纯 阵 。 
,237， 


【证 明 ]】 PDS A= PIO), IOa), ++, #ОМ)]РТ!, W ДО) 
中 的 每 一 个 Jordan I TRT IEH 


às 1 
mi. 
Ti (A) = Уз, 


м 01 
0 


n 
+ 
© 


N 
=, ЕМ, 
而 和 Ny ЕЕ, BIONA п, Е MIONE DER. 
ТО) = halm + [Niss М, е, Naps} = МЫ, + Му, 
易 知 Nws WERF BE, Щ 
A= Рр, Aanes "=, Moln, JP 
+P[N,,, Nas tts Na jP ESAN, 
显然 ,N= PINa Nan s Na lP EREE, H YE SN = NS, 
її, 

Jordan PREJE EENE” у ERER” 中 都 有 它 的 
应 用 ， 而 这 些 内 容 在 后 继 课 程 “ 常 微分 方程 ?以 及 “现代 壤 制 论 中 
都 足 必 需 的 。 有关 Jordan 标准 形 的 各 种 主要 应 用 将 见 之 于 本 节 


ERREK, MAEHE, Jacobson ў ОНОК 
说 ),Jordan 标准 形 ( 对 复数 域 来 说 ) 外 ,还 可 作出 其 他 标准 形 .村 实 
上 上 ,只 要 能 作 岂 相应 于 入 的 初等 因子 组 的 各 种 入 阵 块 , 则 这 些 抵 阵 
块 所 成 的 分 抉 对 角 阵 就 有 可 能 成 为 4 的 祖 似 讨 准 形 ， 这 个 想法 是 
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у E 


1. SEPARER Jordan 标准 形 
1 11 
a 1 s2) ШЕ -3 s) 
1 v-i -2 -2 2 
отоооо 
001000 1 -1 1-1 
аэ [10 0000 anj- 3 -5 | 
Дооооот1р -4 3 -4 
00 0100 15 -10 11-11 
000010 


2. BA -In REZ RIA БАЕ РАНД, Н.В: ЕЗУ ДЫЗ 
HEL 
3. 求证 下 列 各 对 # 阶 复方 隆 相 似 


ы. 


© <( ° a} B= n t, = 


RE br G, = Ga E LATER n RR =l, i=], 2, 6, n), 
0 1 0 1 


di) A= 0 © , B= 


B h + 处 的 元 素 可 以 是 任意 数 。 
4. ЖЕ дЕп ТИЛЕ АЙ) В ЖЕЙРЕН, Жз 
СА A) =n- k, 
5, REJA) s Br Jordan 3, 4,300, R J (A) "1, 
6. 123 БҮРЕ ABU Jordan 标准 形 是 


21 0 
=-102 0} 
0 0 -1 


Нб РЗАР-Ј ЮРЖ, 


如 果 РО) = 六 -4t+2, RR УС). 
t. йл ЕРИ 


PiAP= А. ' 


А 
EPERERA P= (д, д, +, б), IAR Ör дь, … 加 所 满足 的 方程 
а. 
8. 求 秩 为 1 的 # 阶 复方 阵 的 Jordan 标准 形 . 
9. r(A) = 1:040) =1, 求证 ,4 ERSE. 
10. дЕп 阶 阵 .4 的 特征 多 项 式 是 (А — D", 对 任 一 正 整 数 户 2<fI<w 求 
її: A 与 4 相似 。 


дии 


1. AQ). ВА) тха л-р, АЕК LISTR a 
ЕЕ АЧ РОА) п ЕЯ AE О), PUAA = 
BAJ, шк AAS BOVER RE 

G) HET mxn A-B mxn 对 角形 Aea 

da у 
а,0) 


4.(2)194,.:(4), В4,(0), dA) 部 是 首 一 多 项 式 ， 
2 ‚1-1, ARAA ЖЖЖ т x ЛМК, 
ч) тхл А A) ВСА) А ШЕЕ РЕЛ, BERRAR AA 
кы ЕР (81) КБ дража tg 32 СЕН). 
Gii) mxn A-R (2) 55 B(A) 相抵 的 完 机 条 件 是 ， 它 们 有 相同 的 秩 与 
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相同 的 初等 因子 组 (其 定义 与 4 阶 4- 阵 的 初等 因 了 组 的 定义 相同 )。 

2. RAS BERK LOARER RE M-A A- B 相抵 的 充 
要 条 件 是 ,4 与 召 有 分 解 式 ， 

A= PQ, B=QP, 

RP QAM K Бао, 且 其 中 至 少 有 一 个 是 非 异 阵 。 

3. 1541, An B. B, ЖАИ, HA 与 Аз 都 是 非 异 阵 ,求证 ， 
AAi- В, 与 АА B, 相抵 的 充 要 条 件 是 ,存在 非 异 阵 P 与 Q, 使 得 

PAQ= А, PBQ= В, 

4. RAERIRK En n ЗЕЯ, B K LN n Brakk, ЖАВ 
А Ej AB- 41 相抵 ,求证 :4 ЖЕРК E= РАТЕ. 

5. 设 4 是 有 理 数 城 @ 上 的 正 交 阵 〈 即 4 的 元 素 都 是 有 再 数 ， 且 44 = 
Т). RE: 

(i) Ж AXA=X ЖО ЗЕ, X = P( P ETERNE). 

GD 4 必 可 分 解 为 @ 上 两 个 对 合 阵 的 乘积 。 
ОЕ КОН, KERR БАЛЕТИН Е ERAAI 对 合 
ТЕ.) 

6， 加 果 数 域 K 上 的 29 И: AME 


9 r, 0 r; 
< 人 
и АКК ЕДЕД. RE 
G) HARK ERJEN, MERED АХ А= X EK EAE b МЫЙ 
Ж. 
GD КНТ ЫК РАНЕ. 
1. Жз (ао) ИШЕ А 0558 п-1 МАЦ RAA 
RRR. . 
8. АЕК EN n БҮРЕ, ДИННЕ ЫЛЕ AX -XA = 0 {ЕК ЧЕ 
SASM. GET: 把 А! 写成 它 的 Frobenius 标准 形 
A=QI[F;, Fh =, Fia JQ, 
BEAX- XA =0 写 或 同 解 方程 
Г, F$, =, FL. 1(Q-uxQ'-1) 
09Р, Ёз, =, F,-,1=0, 
AEROX = [Xn Хы, =, Хоа] EE БНН 
FAX6-X0F 80, 1=1,2, в, 
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10. Р А УНЭ ИВИ A r Miet Pre berius Ын 


| ° Г} а= (= 0t Cas +, 1) 0,900, 


а a 


О = CQD, 共 中 ， 


-1 0 {0 № уга 5 
с-з ra) e(t, 1) p-( 0 2) 


GD ДА БАРАН DI ЗЫЛ Нн D EERE 
角 元 中 有 奇数 个 土 1), RE: D 可 分 上 的 一 个 正 交 佬 ( 即 方 
RMS CHAER) Б ОНИН, 
GHD ir REIED R MEKAN 
RE=TCQDT 
而 Ci QI D, ANE ТЕНТ ЕЙТ, ОТЕ, ТЛИ, ЗЕН. 


коф 
r-( 0 2.) 

(iv) (Gustafson-Halmos-Radjavi, 1976) 如 果 4 是 数 域 玉 上 的 么 模 
МЕСТА = +1), KAARE EREXO GD, GIDIEN TE G 

“RRK БАО ТАК E ABO But 4 ARARE 
m.” 

11, ДЖ ЕК EH n ЙТ AB023818 (n) E: 

1 РО) = AT, Al, 

Ш АВ= BA, Жї, B= (А), HH об) К hyk st, 

12. Ж А,В,С ОК ут, n Br, m x n 阵 , 召 的 非常 数 
不 发 因子 是 dral), dr (Q), =s 4,04), B. 


Fi 
СА п | 
F 


КЫН 


阵 的 转 


REPEK EPRE, Fs 是 d (Ajig (Frobenius 3), i=1,2, «я, 
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ЭМ AX + X B! = С 企 区 上 有 解 的 充 要 条 件 。 

证 : HRK E n ЕАР ER E (А-А) 
(41Ь- A). BAA Ж AEK EBE E, 

ШШ 4 MRLE, БУД] ЕЕ $ 4 RSJ 5 АШИ 


A 1 
4 w a] 
А 


Z n ЕА а Ў Jordan W, О) k RETR RE 


PAD POD. JOPO) 
то) 200 f : 
тар, 2092 
ТОА) = s h... А 


А О) | 
.. 
КА 
ЗК). 
15. шя ИТА УЕА ЭУ д, Aar 又 设 
PHAP = [J A), РА), TCD， 


其 中 
TAD =T (Ад), Бы, (А), П.ДА) f=1, 2, 
їй Ji lh) А, ЇЙ Jordan k, XRAN АМ 
т {Ау = (A = AHA = А) А), 
sA 是 有 限 OKTI SE 3k, [>щшах{А, b, es hh MRIJ 存在 ， 
k=0, L, e, -lj = 1, 2, 06, 2, Па 
KA = PIUA), 88 Ua +, 88 ADIP 


PAD 5AE a AD, IAD s СЛ, ANJ 
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Ua- 


з, уб 


e 
elh 


Ñ sQ) 2 


2 SaD] 
| 
| 
| 
| 


йз 964) = (4) + g.(A). 

Gi) gA), а»(А)ЖИШШЕ@), Н. ф(А) = (4) (4), RE: pA) = 
= 9.(A)o, (A). 

Gii) ЯХЧ E 4= QI (A), I), e 7001052, QFP, 
жи, 


асау QUUD), SUAD) = GADI 
MORES EREE СР 与 Q) 的 到 法 无 关 . 
(提示 :用 接 什 公式 , 即 存 在 沟 思 -1 次 多 项 式 EU), RE 
EDA) =G, k=0, 1... hj=1, 2, 6,0), 
16. EAA Jordan RETI REREN PPAP = IARE А 
TARIE BOER. 
m. & 


REZAR С 是 4 阶 阵 ,求证 ， 
(i) HERE RX HAR = C 有 唯一 解 的 充 要 条 件 是 ; 
тете, б, j= 2 

(Н) #ratre=0,i,i=1,2, n, R 是 实 方 阵 ， 且 C 是 实 对 称 隆 
kh MÜ RX + X R' СХЗ. 

18. MAER Jordan ЕВ, ЕУ AX + XB'= C 8 E — 
ЖЕЛП Ж (К, Atu), i=l, 2,06, mij= 1, 2 n. ЖА A.B, 
САУ т, п, m x n By, TQ ån Аз, =s hs 是 和 4 的 特征 值 ，p1， 
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ha э Ë BUSEM 
(提示 : 仿 19 由 的 证 法 ,) 
19. EA BC эйт, tm x n ES, 
G) 0002) = 1 了 + B|, RE АЕБ АХ + ХВ C 有 唯一 解 的 
ER, AHNA 
Gi) i m=n, 4= 了 时 , 记 
f(D = САГАТТА, 40), 


EME UAT A 1А, AD, 


RE EBE E AX + XA = С Hiet ЕЛ, РС) С (A) AER 
в. 

【提示 :把 召 化 为 它 的 Jordan 标准 形 , WORE 3.4 的 
Gi), EOR Hamilton-Cayley 定理 好 可 证 得 (ii)。) 

20。 应 用 “矩阵 方 阵 АХ ХВО ЕОС, РСВ) айр 
异 隆 ?这 一 结论 ( 见 24 AG EnA Barnett 定理 ,tm 次 多 项 起 了 (办 与 1 
次 多 项 式 9( 力 有 公 根 的 充 要 条 件 足 ， 帮 本 为 薪 异 阵 ， 其 中 尾 是 а(Д) Ж: 
(SARME ат), 

(提示 ; 设 了 (办 的 衣 阵 为 4, ЖШ AX - XB' = 0 ДАКЕ ОТА Рр ДЕЛЕ 
用 第 20 1,21 ИТЕ, ) 


江 得 ()。 对 
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第 七 章 RRE. 方 阵 的 
正 交 相似 与 西 袍 似 


本 章 介 绍 镜 象 阵 (镜面 反射 阵 ) 的 基本 福 念 ， 并 用 镜 象 阵 处 理 
了 方 阵 正 交 相似 与 酉 相似 的 各 种 问题 ,讨论 了 它们 的 各 种 应 用 。 


81 镜 象 阵 的 概念 ,基本 定理 


一 、 镜 和 象 阵 的 概念 

镜 象 阵 , 也 称 Hauseholder 初等 反射 阵 ,或 镜面 反射 阵 ,这 一 概 
念 是 由 物体 在 平面 镜 中 成 象 的 一 些 简单 物理 性 质 发 展 而 米 ， 现 在 
就 米 说 明 这 一 点 。 

在 通常 的 三 维 几何 空间 中 ， 任 一 点 
S (向 量 a) 对 平 曾 (镜面 ) z 的 象 是 镜面 
下 的 一 点 8 СВД В), 如 右边 图 1 所 
示 ， 根 据 成 象 的 物理 意义 ， 它 有 如 下 性 
质 ， 


G) а 5 8 КАНЕ, Е (aa) s 
= (В'В) (a 与 8 者 是 三 维 列 向 量 )， ат 

(1) ORS ЖИЗ ШЫ ЛЕНИН Е, Ял RUR S 5 S 
共有 对 称 的 位 置 , 即 S 可 以 看 作 5' HAR HERA OE r WA 
HAR и (BB ии = 1), Ж] Gz 平行 于 到 7, 所 以 


B-a=ku=uk (k 为 实数 )。 (1) 
А к. 在 (1) 式 的 两 边 左 乘 必 , 则 得 
w(B-a)=(uu)k= k, (2) 
又 因为 as+ 有 位 于 和 上 ,所 以 
и (а+В)= 0, (3) 


.26 


(3) 式 减 去 (2) 式 即 得 = ~ 2ua， 把 它 代 入 (1) 的 最 后 一 个 等 式 中 
得 到 ， 
В-а= ~ 2ии'а, 
于 是 
B= (1,— 2uw ja, (4) 
Жа 与 它 的 ( 镜 ) 象 8 可 以 通过 (4 式 中 的 3 阶 阵 L, — 2” 联系 起 
来 ,所 以 称 五 ~ uw 为 3 阶 实 镜 象 阵 。 一 般 引 进 
定义 、 设 4 是 # 维 实 的 单位 列 向 量 ( 即 wu= 1), 则 称 
Н=1,- ии 
为 (n 阶 ) 实 镜 象 隆 ,而 对 п ЕЗ ИДЕ 23 JE w (ШЇ и = 1), 则 称 
Н* = 了 ~ 20 为 (n MERRE. 
命题 1 WREE n И, ДІ, НОЕ ЯАВ, 
【证明 】 {Ж Н = 1, 20и, 而 Wu=1, 所 以 


-_{һ 0 Ia 0 о 0 
Ums Hl = = 一 ?| 
0 ,~ 2unu’ 0 I, 0 u 
0 
=l, = 2 (0u), 
и 


0 
бо) отта, HUn 本 是 (m+ ЭА 


#8. 证 毕 。 

如 把 命题 1 中 的 互 换 成 复 镜 象 阵 H", 则 相应 的 结论 仍然 成 
Ў, 

命题 2 H 是 正 交 、 对 称 阵 ( 因 而 也 是 实 对 合 阵 )，H* 是 
Hermite、 西 阵 。( 因 而 也 是 复 对 合 阵 ，》 

{证 明 】 因为 

(H*Y = (1, 2ши Y =1„— ий = Н", 
CY H+ du Wa) – Ашт =A ди = 1), 

ВСН" B Hermite, РВЕ, 2 到 实 向 量 ， 即 得 本 命 感 的 前 一 个 结 

命题 3 (8 = – 2,18" = -1, 

‚27. 


这 在 第 二 剖 中 已 用 行列 式 的 第 二 降 上 阶 定理 证 明 过 了 。 


时 三 维 空间 中 任意 两 个 长 度 禄 等 的 向 量 a 与 8, 可 把 它们 看 
作 过 原点 而 其 端点 分 别 在 $ 与 5 上 的 两 个 向 量 , {ЕЗ КОЛДАП. 
FRR SS 隐 二 等 分 线 的 平面 x ( 见 图 1), 则 可 看 作 x 的 镜 象 ， 
FEBE REWENA, FERRARE H, а “ 变 成 ” B, 
BI Ha = 8, 而 由 命题 2 可 得 , НВ=а, Патчев, R 
么 ,对 “长 度 "相等 的 两 个 nh 维 实 的 询 向 县 4 与 8 是 否 也 存在 4 阶 
ЭШЛЕ Н, 使 Ha=86 呢 ?回答 是 肯定 的 ,为 此 先 要 引进 维 列 疝 
是 的 长 度 的 概念 。 

定义 AR aE п, о] = Vara а HRE, 

当 a 是 实 向 量 时 , 风 191 (0 ay, АЕН Ж 
本 定理 。 

定理 1.1 设 e,8 是 两 个 不 同 的 # 编 袍 的 列 向 是, 如 果 

lal = lei， 

MUREN ЙЭШ Н, 使 Ha = B. 

СШ Mitas, Bka- B 0, 于 是 


ia- 朋 = УСУ a= A0, 


ЕШШ 
а-в 
全， © 
MEMU ЖЕЙ ЧУР Ж, wel WOR A 


В-а= -ule— Bl, 《6) 
男 一 方面 ,出 假设 ai [8], 故 wa= 878, 于 是 
fa~ B= (a- В) (aB) = о1о +BB ~ B'a = a 8 
= 2019 28/@ = 2(0~ Вус, (7) 
307) ж Ñ 
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将 (8) 式 代入 (6) 式 ,经 整理 后 即 得 


B=a— 2ни'а = (1, — 2uu” ja = Ha, 


жй, 
上 述 证 骨 是 构造 性 的 .由 4 与 8 可 以 求 出 区 从 而 找 出 Н, 
例 1 їйа=(3,4),8=(5,0)', R 2 MRAR Н, 使 
На= В, 
{#1  #о-В=(-2,4), [а-8[= 275, PA 


u= 228 (2 


Te B| У, 
于 是 
‚ {3/5 4/5 
Mah uw -( э) 


容易 验证 Ha = B, 
推论 1 о п ИАПО, аа 0, и 是 nn 维 实 的 单位 列 
BE, др H, 使 


н =u, (9) 
Га 因为 qay й 031448, 8 u 的 长 度 相等 ， WH ` 
定理 1.1 ШИҢДЕ, 证 毕 。 


推论 2 йо, 8 是 任意 两 个 不 同 的 n 维 实 的 列 向 量 ， 则 必 存 
在 4 阶 实 镜 象 阵 H, 使 
а _ В 
1 рр 

这 由 定理 1.1 可 知 , 它 是 显然 的 。 

ЖЗ п ЖИГИ, 认定 理 1.1 RTE 

定理 1.2 йо, B MN п ИУ, азд, MRVA 
是 实数 , 则 必 存 在 ?= MERR H", 使 H"a = 8, 

{证 明 】 作 单 位 向 量 ， 
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Mi 
8-a= -ula -Bl (10) 
但 是 
le-8| = Са BY (a -8)= atp B-Ba-a8, (11) 
由 假设 , Wa= 78, а'8= (ву = Be, 故 (11) 式 可 守成 
[а – 812= 2а -Вуа, 


也 即 


Т) * =a, 


е-в1=2(ү =й 
把 上 式 代 入 (10) 式 即 得 
B= (z, — 2ut/ ja = H*a, 证 毕 。 
例 2 设 a=(1-MV-i,lrvV-i),B=(V23,V3) 求 2 
MEARKE Н", 使 H*a= B. 
【 解 】 因为 上 al=181=2, 并且 
WB= (+V Д1)? (1-М/-1)/? =2/2 
是 实数 , 故 满足 定理 1.2 的 条 件 , 作 单位 向 是 


u= 478. 

~ [6-84 

= TE- МУё@-У-1,1-/2+/-1)', 
于 是 
Hr hu J 22 


( 2-2 G(I- 2 1-1) 
а-у2)а+У-1) 2-м 2 ) 
0 >G - м1) 


(1+7=1) 0° 


容易 验证 ; Н®= 8, 
.300. 


E, EEDE ORAM 
定理 1.8 设 A 是 任意 所 阶 实 方 阵 , 则 仿 必 有 分 解 式 : 
А= ОК, (12) 
ЖН Q ЖЕЛЕ, Ву А: АЛЕША ЕЕ АЕ. Ж (12) 
式 为 4 的 QR 分解. 
【证 明 】 把 人 按 它 的 列 分 块 ， 


а 
а 
А-2 8 = (ауаз, 9) 
а. 
当 n=1 时 ,因为 
a s[e x an>0, 
u= 
TCX an), H an<0, 


ЖОШУА) п =1 是 成 立 的 。 设 定理 对 n-1 ЁЗ, SMEM n 也 


(oa) 
A= ， 
0 А, 


G) RUR a= 0, W) 
其 中 A, 是 aa- 1 DR KEBAR ER, 
Ау= 016, 
其 中 Qi Еп-1 ЕЖЕ, R, 是 上 三 角 阵 ， 且 它 的 主 对 角 元 全 是 
非 负 数 , 于 是 


эя 1 0 0 * 
o=(, о) R-(。 к) 
分 别 是 正 交 阵 与 主 对 角 元 都 是 非 负数 的 上 三 角 阵 。 
Gi) 4 a0, WA 
B= (а, 0,5. 0, 
«80. 


显然 18 = |], ЖОНЕ 1.1, ДЕФЕ Н, W Ha = 1， 
ЮШЩ 


НА = (Нај, Hay, +, Han) = (В, Hay, `=: Ha) (1%! `) 

= 1а, Has На.) = (8, Hons чна) р a P 
(13) 
В. [| >0,А, ДЕ п-1 Йй, 由 归纳 法 假设 ,41= ОЕ, ЖН О, 


与 Ri 分别 是 n-1 ИШЛЕ БА И ЖЕЛЕНИ A W, 
ханз Н Cl 2), 二 是 (13) 式 化 为 


* 1 
Ан) на (К „)=ок, 


0° al 9 
отно а) PGS a) 
Ачал LEA. йр, 
不 难看 出 ,定理 1.3 {ДШИ ЕРЕК, 
йз ж 


易 知 


的 QR 分解 ， 
3 -2 
ов 因为 方 隆 ( 。 “1 ) 的 第 一 列 a 的 长 度 是 5, Ф 
В=(1о,[,0)/ = (5, 0)/, 


W lel = 1811, 而 
= 82b -lV 
аы! К; 
所 以 
вп (00 „э 


туын нуе 1, 179 
«302 . 


o 0 -1 3 
| 3/5 чө 5 -2/5 |, 
0 45 3/5Ju 0 11/5 


上 硝 最 后 二 个 等 式 的 两 个 方 阵 的 很 积 即 为 所 求 的 4 的 QR 分解 。 
当 委 是 非 异 阵 时 , 和 4 的 QR 分 解 中 的 及 显然 也 是 非 异 阵 , 故 得 
推论 1 设 4 是 非 异 阵 , 则 A= QR, 其 中 是 还 交 降 , REE 

对 角 元 多 是 这 数 的 上 三 角 阵 。 并 且 这 种 分 解 是 叭 一 的 。 

【证 明 】 本 挫 论 的 第 一 部 分 蕊 显然 再 得 , 今 记 分 解 的 叭 生性 ， 
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4=OR= QR 04) 

是 和 4 的 任意 两 种 QR 分 解 ， 其 中 Q.Q ЖЕКИ, RR 都 是 主 

对 角 元 全 天 于 零 的 ( 非 异 ) 上 三 角 阵 ,于 是 (14) 式 可 改 等 为 

Ог'Ю= КВ, (15) 

由 于 ОГО 仍 是 正 交 阵 , 故 RR 是 正 交 阵 、 又 是 主 对 角 元 多 大 于 

零 的 上 三 角 阵 ,而 正 交 的 上 三 角 阵 只 能 是 对 角 竹 , 且 其 主 对 角 元 是 

1 或 -1( 这 是 容易 证 明 的 )， 但 RR-! 的 主 对 角 元 全 是 正 数 ， 故 
RR 中 能 是 单位 阵 ，RIR = RER, HKS 

9=9, TH, 

+303. 


推论 2 ШЕКА АЕНА ЗЕ 积 。 
DEWI 由 定理 1.3 的 证 明 过 程 容易 看 出 ， 必 存在 有 限 个 实 
TRE H Hne Hsn), 使 
Jal 
mommas) 18 . ` Jer, (16) 


lal 
此 处 民 是 主 对 角 元 全 大 于 零 的 上 三 角 阵 。 
H BE A ДИЕ, 而 Н, Н.н, 仍 是 正 交 路 ， 故 由 (16) 式 ， 
R 是 主 对 角 元 爹 是 正 数 的 正 交 上 三 角 阵 ， 于 是 由 推论 1 证 明 中 的 
说 明 可 知 , R= 1。 所 以 (16) 式 化 为 
HHHIA=T,, 
H Hi=I,l=1,2,..,s BI 
А=НН-Н,. шй, 
- 因为 有 限 个 实 镜 象 阵 的 乘积 自然 是 正 交 阵 ， 这 个 结论 与 推论 
2 合 起 来 , 即 得 
推论 3 A 是 正 交 阵 的 充 要 条 件 是 ， 它 可 分 解 为 有 限 个 实 B 
象 阵 的 乘积 。 
由 于 镜 象 阵 有 良好 的 性 质 , 且 容 易 找 到 , 故 由 推论 3 可 知 ， 要 
找 满 足 某 种 条 件 的 正 交 阵 ， 只 要 找 满足 某 种 条 件 的 有 限 个 实 镜 象 
阵 就 可 以 了 ,以 下 将 会 反复 运用 这 一 有 用 的 想法 。 
定理 1.4 任何 复方 阵 和 4 必 可 分 解 为 一 个 酉 阵 吕 与 一 个 上 三 
Ж ЕЖЕ: 


A=UR, (17) 
DEM 把 4 按 它 的 列 分 的: 
а а Ки а 
A. | "|= (ва, 1,9), 
Чы Gm К 


304, 


《如果 al 六 0 把 复数 ol S B, 
ац= а: +63 15 |а„|е ve (a,b 是 实数 )， 


此 处 ”jas| =N аР, совр i= б. 。 令 
1 


В.= (la, 1e, 0, «ее, 0), 
Mm) lal = 161, 并 且 А 
aß = lanj oil 
ERA Ш 1.2， 必 存在 复 镜 象 阵 Н, 使 Неа = В, 于 是 
Jajee + 
0 А) 
至 此 ,以 下 的 证 明 与 实 方 阵 的 证 明 相同 , 故 不 再 重复 。 
GH) 如 果 aa= 0, 则 取 
Bi=(leil,0,..,0y 
这 时 до, = [В], ЗА а, = 0 САЗ), DAR G), 可 
RIAR REM, 使 
lal + 
МА = (5 a) 
于 大 用 归纳 法 即 可 诈 得 本 定理 。 шй, 
称 (17) 式 为 4 的 UR 分解 。 


нїА = (B, Ya, =, На) ( 


| 3 и 
1. 找 实 镜 银 陈 H, Ha = B, 
G} a = (0, 1)', 8= 0,05 

GD a=(,1, 0, 88 (3, 9. з 

dii) a= e,= (1,0,0, 0)", 8 -(% -1). 

2. ЙЭ Не, M H*a= В, 此 处 a=(-V-2, (9), 

B= (V2 М). 
3. READER QR 分 解 (UR 分 解 ) 


‚305 


7 1 VA 2 \ 16-1 
o(p «а (М: 2) аш) [: 1 :) 
5 2 5/. 

4 求证 , 正 交 阵 的 行列 式 等 于 1 (R - НЕ, АЗА 
ГАЗЕТЕ адыл, 

5， 求 证 ,任何 非 异 实 方 阵 4 必 有 叭 一 分 解 式 ， 

4-91, 

其 中 口 是 正 交 阵 , 上 是 主 对 角 元 全 是 正 到 的 下 三 角 阵 。 

ИННА, 

A= LQ= RQ 

此 处 Q.Q: WEEZE, L 5 Р ЮЕ ае Ri FZ miss ЬЕ 
яв. 


$2 实 方 阵 正 交 相 似 的 矩阵 


定义 如 果 4 与 3 都 是 实 方 阵 , 且 存 在 正 交 阵 О, 使 
Q''AQ=B (E С'АО = В), а) 
则 称 和 4 与 B 正 交 相 似 ,或 称 和 4 正 交 相似 于 B, 
正 交 相 似 比 ~ 般 的 相似 概念 要 求 强 些 ， 然 而 却 在 不 少 癌 题 中 
遇 到 它 ， 本 节 讨 论 任 意 一 个 实 方 隆 能 够 正 交 相似 于 何 种 形状 简单 
的 矩阵 。 


一 、 实 方 阵 正 交 想 似 于 对 角 阵 的 条 件 
定理 2.1 А (а), 是 实 方 阵 , 如 果 4 前 特征 值 都 是 实 
Bo ИБНЕ ЕЛЕГЕ О, Ш 
м 
оло" .. ， (2) 
0 mf 
BEAR Ars a e, hn 是 4 的 特征 们 ， 
пп 下 A 的 局 于 入 的 一 个 特征 六 量 m, 则 
. 306 . 


Hi аж 0, 故 
Ачар" 9 
对 列 向 量 тү Зе (1,0,5, 0Y, HERL ЭПА ЗИН 
арн, в 
B, ег” ч) 


把 (3) 式 五 边 左 乘 H,( = BI), 并 改写 成 ， 
сил (н, тү) м(я, тар). 


由 (4) 式 即 得 
(HIAH,)e, = Ае, 
# 
м * 
шан (л). (5) 
， 


H РИНЕ ЖИНИ КНН, АН (RIN, А, 的 特征 信息 
м, ja， е, А ВНЛ И АДЫНЫ бенд WEB 
Qu 它 是 有 限 个 a~ ИАН, Ш 
№ 
A 
QAQ, = . 1 (8) 


0 
An 


记 0=н(, о) 则 出 (5) 式 与 (6) 式 即 得 (2) 式 、 Н, 
о 
由 定理 2.1 ГЕРУ ИЕП, 
定理 2.2 IER nDNA А, DIIRE ЛЕ £ Q , g 
得 
QAQ = а, has е, M, с) 
其 中 Mas А, "5 М (显然 ) 是 4 的 特 低 值 。 
«207. 


【证 明 】 由 于 4 是 实 对 称 隆 , 故 和 的 特征 值 全 是 实数 ,由 定理 
2.1, 存在 正 交 阵 О, 使 成 立 (2) 式 , 于 是 出 4 的 对 称 性 即 得 


M 


wo o 
Q'AQ=(Q'A'Q Y = 。 


> N 


化 较 上 式 与 (2) 式 的 右 端 ， 即 知 第 阵 的 * 导 处 的 元 素 全 是 零 , 故 得 
(DR. 证 毕 。 


由 于 定理 2,1 的 证 明 是 构造 性 的 , 故 定理 3,2 也 是 构造 体 的 ， 
只 要 A 的 特征 值 能 够 求 出 。 


用 正 交 禾 Q@ 把 实 对 称 阵 正 交 相 似 于 对 角 阵 ， 无 论 在 理论 上 还 
是 在 应 用 上 都 十 分 重要 ， 它 的 几何 意义 将 在 下 一 章 中 进一步 说 
Bj. 


例 1 REZE Q, 使 Q'AQ 为 对 角 阵 ,此 处 


3 -2 -4 
A=| -2 6 -2/, 
=4 一 2 3 


ІЙ) 先 求 出 和 4 的 三 个 特征 值 ,由 特征 多 项 式 的 降 阶 定理 ， 


| 4 2 4 
мелат 2 1 2 


2 4 


4 

2 
=| -Dh + (Je 1, >| 
| Я] | 


| 
=(K-7XXK+2), 
故 4 的 特征 值 为 ~2，7，7。 


WA = -2, 解 特 征 方程 , (一 213~ A)x=0, 求 得 4 的 属于 
M= -2 的 一 个 特征 向 量 m = (2, 1, 2)， 作 单位 向 量 
а /@2 1 2Y 
а-та 3) 


‚308, 


УВУ е= (1,0, 0), 作 单 位 (法 ) 回 重 ， 
Be -V3( 1 1 2Y 


"Bel VE 3 3 3 
Шатар 
2 1 2 
3 3 3 
1 2 2 
Hi=l~2uu’ = 3 x Tgh 
2 -2 1 
3 3 3 


并 且 容易 算得 
НАН; = Н,АН,=[-2, 7,71, 
д 0-0 Н, 的 过 程 ,就 把 4 正 交 祖 似 于 对 角 阵 , 且 Н, 
注意 :这 种 亚 交 阵 不 是 唯一 的 ,例如 取 


2 VE УЕ 
3 2 6 
一 2w 2 
oji о 2232), 
2 суз VE 
3 2 6 


则 容易 验证 ; QAQ = [ —2, 7, 7]. BR О, 是 正 交 阵 , 但 不 是 实 
对 称 阵 , Н Q1 不 如 H, 简洁 (关于 О, 的 求法 ， 在 第 十 一 章 中 将 有 
一 般 性 的 介绍 )。 

例 2 设 


1-1 0 aif 
-1 1 1 0 
求 以 有 理 数 为 元 来 的 对 称 , 正 交 陈 ,使 Q'AQ 为 对 角 阵 。 
【 解 】 由 特征 多 项 式 的 降 阶 定理 ， 
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А-А А-1, taa] =AL) +8), 
Жр e=(1, -1, -1, 1y. 

出 于 人 与 [1, 1, 1, —3] 都 是 有 理 数 域 上 的 矩阵 ， 故 由 定理 
2.2 以 及 第 六 章 $ 2 例 1 可知, 它们 必 在 有 理 数 域 上 相似， 个 按 题 
党 要 求 :它们 在 有 理 数 域 上 正 交 相似 , 故 每 个 镜 象 阵 的 元 素 最 好 是 
有 理 数 , 才 有 可 能 达到 此 日 的 , 也 就 是 每 个 镜 象 阵 的 单位 (法 ) 向 量 
最 好 选取 以 有 理 数 为 分 量 的 “有 坚 列 向 量 ” 今 对 М = 1, REN 
程 (4 一 4)x=0, 可 移出 一 个 “有 理 列 向 量 ? 解 : 01=(1, 1, 1, 1у/. 
且 单 位 向 量 ， 

в = а “(+ P P +) 
也 是 “有 理 列 向 量 ”， 对 8, 与 ai = (1, 0, 0, 0)， 作 单位 法) 向量， 
一 СА 
于 
第 仍 是 “将 更 列 向 量 ?, 故 得 到 了 有 更 数 域 上 的 镑 象 阵 ， 
1 1 1 1 

1 -1 -1 
1 -1 1 -If 
1 -1 -1 1 
且 容 易 算得 , НАН, = [1, 1, 1，- 3]. 

本 例 也 是 找 二 次 实 镜 象 阵 就 得 到 了 所 溉 的 结果 。 另外， 容易 
Би, EXE 


1 
I =L 2 = 
H, =h 2uu $ 


1-1 _1 1 
V? М6 x 2 2 
i -~ 1 
V2 v6 /? 2 
Qi= 
о -2 1 
Уб vi 2 
3 1 
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也 使 Qu4O:= [1, 1,1, -3], ER Q, 却 麻烦 得 多 , Н 0, 不 符合 
本 例 的 要 求 。 

上 面 的 两 个 例子 表明 ,用 镜 象 阵 的 方法 处 理 这 些 问题 ,如 基 些 
时 候 可 以 收 到 事半功倍 的 效果 .但 须 注意 :不 起 任何 实 对 称 阵 痢 可 
以 只 经 过 一 次 镜 象 阵 就 化 为 对 角 阵 ， 

定理 2.2 的 道 定理 昂 然 也 正确 , 即 有 , 如 果实 方 阵 和 A 正 交 相似 
于 实 对 角 阵 , 则 和 4 必 是 实 对 称 阵 .这 正 , 反 两 个 结论 说 明 ,除了 实 对 
称 隆 外 ,再 也 没有 其 他 实 方 阵 可 以 正 交 相似 于 实 对 角 阵 了 。 

由 定理 2.2 及 第 五 章 定理 2.1 显然 可 得 ， 

REI n 阶 实 对 称 阵 有 完全 的 特征 向 量 系 {ab т, ++, wj》 
且 mway =д,,1,‚]}=1,2,+е,п, 

推论 2 Hasard Tia nM AREE f, a 
55 ARNE A RER, 038 A+A' 的 # 个 特征 值 是 


2 


MEF: 
+ mina < + max шщ, (8) 
DERI 因为 4+ 4’ 是 实 对 称 阵 ， 故 由 定 理 2.2, 存在 正 交 
PEQ, 使 得 


QA +A )Q= [uis ио, s Hale (9) 
设 x 是 4 的 属于 》% 的 特征 向 最, 出 
Ax= Nx, (10) 
ICORA Ж, ЗЕ, 483] 
ХРА! = Ах, (11) 
由 (C10) 式 与 (11) 式 即 得 
х' Ах = kx, 
XK AX = Ах, 
于 是 
X (A+A) х= (А+ А) = 2ах'х, (12) 


Ф х= Qu, ЖА y= (Ys Yass WY 是 揽 向 量 , 由 (9) 式 ，(12) 式 
可 化 为 
3и. 


У, ш. =e, Maly = 2 ang, 
也 即 


Èn тй = 2а БЕ 
ШЕ, 
(minm) $} lw 8а $ | Рта) a] (13) 


13%; х=0, О 是 非 异 笑 , 故 9= 0, 于 是 2 10.1230, 所 以 由 《13) 
REKOR. 证 毕 。 

* 例 3 (Cantoni-Butler, 1976) ХА = (а), Jn ™ Cens 
e.o, е1), ез 是 水 淮 单 位 向 时, 如果 А = „АЛ, BB 

Gu =G l. j=l, 2, e, n, 

И А yu xP BE, ВЕР, A BERAR, ОВА 
对 称 的 中 心 对 称 阵 ,并 简称 4 为 SC wO. 

当天 = 2k Bj, HÆTTA, SC 阵 可 写成 

B С 
-(с Ав}, ) e 

并 且 了 是 实 对 称 阵 ，C = СТ, 

求证 : 2k Ë SC 隆信 有 如 下 性 质 ， 

G) В+1,С, B-1,C 右 完 全 的 特征 向 量 系 

Gi) А 的 完全 特征 内 量 系 为 旭 下 2k PRIER Ee 


( ° ) (А J i 
Ла, )' Nab 


ЇЙ в, a2, в, Jy B- J.C [ДУ БЕ ЖЕНЕ ЕЩ Жз В, Во, се, 
B, 为 B+J,C 的 某 个 完全 符 征 向 量 系 。 

【证 时】 Жї (0), у С = ЉС, н], С „= C, W 
К. 因而 ВС ЖАХМ, MER 2.2 的 推论 
完全 的 特征 向 基 系 


П, 庄 如 信息 论 、 张 性 条 统 论 ,线性 他 评论 Ж 


再 证 (各 )， 作 2k 阶 正 交 阵 
ЛГА 
ор 小 


Q'AQ= [B= 1,C, B+1,C1 (15) 
(Q THB ARERR P S Q BJA, 这 里 Q= P)。 又 由 
C), ВЕЛС 是 实 对 称 阵 ， 故 由 定理 2,2, 存在 正 交 阵 妃 与 V, 使 
ШО (В-1,Сй = [Ms №, ++, №, (16) 
V(B+J,C)V= (А, Аво э №], (17) 
BEAR Ms М, tty Au 与 л, Анау ЗЕ B- J,C š B +J,CÇ 
的 特征 值 。 于 是 由 (15)《16)(17) 式 可 得 


О о ло (0 б\— га А, М À, 
o У Q (о у= Ги", ho kat еә M], 


则 容易 算得 


as) 
U о 
ж 18) x 和 0( 0 Ук 2k 个 列 , 或 者 ， 


~ AD 0 U у 
ОКЕ 


的 次 个 列 是 4 的 弥 个 特征 向 量 , РИТЕ Айза БИЕШ Ж, 


о 8, 
、 so dsl, 2, mk 
ш ( 一 Jam ) (2) 


是 4 的 完全 特征 向 量 系 ,此 处 

О= (а, аз, =", ац), V= (B, Ву, В), 
ЇЇ а, ее, =, Ons Bis В, =, Ba ЗЕ B- ЉС 35 B+ С 的 完全 
特征 向 量 系 。 证 毕 。 


二 、 任 意 实 方 阵 正 交 相 似 的 矩阵 
上 一 自已 证 明 , 除了 实 对 称 阵 外 , 再 也 没有 其 他 实 方 噬 可 以 正 
交 相 似 于 对 角 阵 , 那么 , 任意 实 方 阵 是 咨 可 正 交 相似 于 一 个 比 对 角 
阵 复杂 一 点 ,但 比 原 扼 阵 要 简单 一 点 的 实 方 阵 呢 ?本 段 将 讨论 这 一 
+313. 


问题 , 先 证 + 
ЗЕТ {#25 阶 实 方 阵 和 4 的 特征 值 为 
M= a t. lb, 
a b М KMH IRS. Hi0, i=l, 2, e, s (DARAK 
特征 值 ), 则 必 存 在 正 交 阵 Q, 使 
Ау 


Q'AQ= . ， 《19) 


0 А, 
其 中 A, 都 是 2 阶 阵 , 它 的 特征 值 是 
atb 1, {#=1,2,+е,5, 
【证 明 ] 对 ҢИЛ. s=1 АН 1 显然 正确 51381 
对 s-1 成 立 , 今 证 引 理 1 对 s 也 成 立 , 令 四 + / 18, 是 4 的 属于 
м=а+ АТЫ, 的 特征 身 量 ，ai,8: ЖЕУ п ИЕЗИ, ИҢ 
Alat VI 81) = (аъ Vib) 


可 得 
Аа = 12: 6181, (20) 
АВ = а, +181, (21) 
出 (20) 与 (21) 可 知 ,a1, 线性 无 关 。 因 如 不 然 , 则 
В.= оц, (22) 


Ek 是 非 零 实数 (否则 hi = 0, 再 由 (21) 式 ， bia = 0, b0 ti 
о1= 0, 02739), 把 (20) 式 两 边 乘 以 ki. 并 以 (22) 式 代入 ， 即 得 


kia = Каа, – Као (23) 
又 由 (21) 与 (22) 式 可 得 
Аа = АВ, = Күйүү + biar, (24) 
由 (23) 与 (24) 式 可 知 
(1+) = 0, (25) 


M 1+ki=0, a0 СЕДИ (22уҖ, Bi = 0。 又 会 产生 矛盾 ), 故 由 
(25) 式 可 得 b1= 0, 这 上 与 假设 相 矛 盾 , 所 以 a1, В, 必 线 性 无 关 。 

ЖЕ 2s 阶 非 异 阵 : T = (бол, Bis дз, ++, б), 出 第 三 之 定理 4,1 
+314. 


可 知 这 种 工 必然 存在 ,于 是 
АТ = (Aa), АВ,, Адз, 1…, Ад.) 
= (ауа — bibi, Bio + 0181, Адз, ++, Aó.) 
= (Тае biez), Т(Рүе, taez), Ада, +, Адз.) 
(H а= Те, В,= Тез) 
= Тае – 6162, Бе +4183, Т^*Адз, +, T-1Ad2,) 
а b 
Е a) `} (26) 
0 * 

y> а 
记 B = ( bi 
CORF R: 


ы} 易 知 B 的 特征 值 恰好 是 ntv ib. E 
1 


ar-r” :). (27) 


ЖТ ОЕ 分 解 , T= CR， 其 中 Q, В, R ЖЕЛЕ fi 
BE, 代入 (9) 式 即 得 

лоно 0! 小 
+m 


ОАФ, = қ | ` Jo 
А 


R, *\/ В, *\/ Е ж 
(E e 2) 
Т}! + + 
-人 ( НЕ ), (28) 
其 中 A1= R BR; 是 2 阶 实 方 降 , 它 与 В Җ НИЕ ЖЕЙН, АК A 
药 特 征 值 仍 是 ai b, BOHRA 
ЇМ, A| = |M- Al... =B], 
BEW B Hy 2 一 2 个 特征 值 恰好 是 ， 
atv Tib, е, а УЬ, 


„315, 


南 归 纳 法 假设 ,存在 28 ~ 2 MEERE 9, 使 
Аз 
oao-| "|, (29) 
0 А, 
ЯА, НЕШЕ aty Tib, 12, ‚з, 
记 Q= Lh, 05], WQ 也 是 正 交 陈 , 且 由 (28) 式 与 (29) 式 即 可 
得 出 (1) 式 ， Е, 
定理 2.8 А Ас, А, кв DRIE AERE 
аж VTT b 是 4 的 复 特征 值 (ou bi ERI Вз), 151, 2, 
“5 55 r+ 2sen, MATETE O, 使 


其 中 А, 都 是 2 阶 阵 ,它们 的 特征 值 是 
miv Ib, i=l, 2, e, S, 
【证 明 ] АДУТ, А, А, =, А, ERRO HIEM 
2.1 的 证 法 相 则 ,可 证 存在 有 限 个 实 镜 象 阵 Н, На е Наке, 使 


М 
м |. 
Hye НАН ҮН, = А s À ， (31) 


0 в 
ЖЯ В КЕЕ {ДЕ а q b, i=1, 2,…, 8。 放出 引 更 1， 
存在 25 阶 正 交 阵 Р, 使 А 
' 
PBP=| Аз, * ) (32) 
0 `A, 
‚зв. 


记 Ф=н,н,.-н,«[1,, Pj, ШОТТ, Вн (31) 式 与 
《32) 式 即 得 (30) 式 。 证 毕 。 


”三 、 实 正规 阵 的 正 交 相似 标准 形 
理论 上 王 应 用 上 常 需 考虑 一 种 被 称 为 实 正规 阵 的 正 交 相似 味 
准 形 ,所 调 实 正规 阵 4 指 的 是 满足 AA = АГА 的 实 方 阵 ,例如 , 5 
对 称 跨 ,反对 称 ( 实 方 ) 阵 、 正 交 阵 、 拟 正 交 阵 《44/ = 51, b RER 
数 ) 等 等 都 是 实 正规 阵 的 例子 。 
А 
o 


引 理 2 алслан) ( с) 是 实 正规 


Ш.Д B=0, H A,C 仍 是 实 正规 阵 。 
DEWI 由 假设 ， 


‚оү в) а змо 33 
他 “Кә с “(2 Дь о} 33) 
182033 551 ЛЭШ ЖАН ЛЖ. ӨГ 
АА = АА' + BB, (34) 
в'в +C'CO= СС’, (35) 
对 (835) 的 两 边 的 方 阵 下 它们 的 迹 , 则 得 
(ВВ) + (СС) = (СС), 
但 是 tCCC’)=trCC'C)， 故 上 式 化 为 trCB'B)=0, 因为 也 是 实 方 
В. В = 0, 把 它 代 入 (34)、《35) 式 , 即 知 A, C 也 是 实 正规 阵 ， 
定理 2.4 Ам, А, ++, А. 是 阶 实 正规 阵 妇 的 实 特征 值 ， 
аж v 一 1 bi 是 A 的 复 特征 值 , 9; 与 都 是 实数 , 卫 
b0, i=1, 2,1, 8р r+2s=n, 


则 必 存 在 正 交 阵 О, ë 


Q'AQ= LM, М, ts Ary Ау, Аз, =, А,], Сз) 
WW 
ву. 
A= ‚1=1,®,се,з, (37) 
- а 


эт. 


GEMI 由 定理 2.3， 对 任何 实 方 阵 A, 必 可 找到 正 交 阵 0， 
使 成 立 (30) 式 , 今 妇 是 实 正规 阵 , 故 易 知 О'АО 也 是 正规 阵 ， 由 引 
理 2，(30) 式 右边 的 方 降 的 右上 角 * 号 处 应 是 零 ,时 (30) 式 的 主 对 
角 获 (元 ) 都 是 实 正规 阵 , 故 由 归纳 法 并 多 次 运用 引 理 2, 可 知 (30) 
式 右边 方 阵 的 所 有 = 号 处 欧元 素 金 是 零 ， B. AnA As 分 别 是 
特征 信 为 at VTI b 的 2 阶 实 正规 阵 ,1= 1 2, e s 而 2 阶 
实 正规 阵 A, 必 是 人 下面 的 形状 

а b 
A= ‚ d=1,2,=,8 
(w a) 
ӨХ АЧИ ИЕ ЕЗЕН E kl, B ARENEKS) MARRE 
规 阵 和 4 米 说 ,《30) 式 就 化 为 (36) 式 的 形状 ， 并 且 А, 必 是 (37) 的 形 
Ж, 证 毕 。 

称 (36) 式 (包括 (37) 式 ) 为 实 下 规 阵 的 焉 变相 似 标 准 形 。 

定理 2,4 的 逆 显然 也 正确 ! 即 正 突入 似乎 (36) 式 右边 方 阵 (44 
是 形 如 C37) 的 方 隆 ) 的 实 方 阵 必 是 实 正规 阵 . 这 个 结论 与 定理 2.4 
合 起 来 说 明 : 除 了 实 正 规 阵 外 ,再 也 没有 其 他 实 方 阵 可 以 四 交 相似 
字形 如 (36) 式 右边 的 分 热 对 角 阵 了 。 

推论 1 相似 的 两 个 实 正规 阵 必 焉 交 相 似 ， 

DEMI WAB АСЕ, ШЕ НО, 
它们 有 相同 的 特征 值 ， 设 At， М, >, А, 是 它们 的 所 有 实 特征 值 ; 
at v TTb, isi, 2, ms 基 它们 的 所 有 的 复 特 征 值 , 则 出 定理 
2.4, 必 存 在 正 交 阵 O, Qn, 使 


oo 
i-bi a -bs a Jj’ 


a b; a, b, 
в ИР А, a 
Ово; | Is № { b, а ү , ( b, a, 外 


ЖЕ ИН 

В = ОАО, = (010) А0010). 
W 010% АЫ И, ША i3 B ERM, 证 毕 。 
“918. 


推 沦 2 任何 实 正 规 阵 必 可 分 解 为 两 个 实 别称 阵 的 季 积 ， 且 
ЖЛЕ, H EENEN AE 

【证明 ] Аг 2: HREM, М, №, s Ar 是 4 的 所 
HARRER, aa: lb 是 4 的 所 有 复 特征 值 , i=1, 2，…， s, 
w 


Й 


b. b, 
A= Of has Pas әм, a n)... f e Yl, 
-b a =b, а.) 


Жр ОЕ, HW 
a bN b, а\/0 1 ' _ 
(ШЧ Д oas sassa 


此 处 


b а, 
в (® ') 
ма =b; 


与 对 你、 正 交 阵 , 故 由 (38) 式 与 (39) 式 印 得 
А = СОГА, 5, Ars Bi, з, ВДОХ, Fas 80) 
=8Р, 
易 知 3S= ОГА, ++, Ars By, 0, BJO’ 是 对 称 阵 ,而 
P= QI, Jz, 110” 


分 别 


шыр, 


ч ш 
1， 对 下 天 对 称 阵 4， 找 正 交 陈 Q, 使 QAQ III 


2 2 -2 (1-20 1 
@ af 2 5 -4 ) GD | 01 中 
-2 -4 5 10-1 


10-1 2 -4 1 
Gi) 4= 01 O ) Чу) ~ -4 17 -4 ) 
-1 0 1 1 -4 2 


U -y2 9 ) 

J 1 0 ~} 

I 1 1-1 o) 
© A=} o i 1 il 
\-1 0 1 "| 

-i -3 3 -J 

А -3 -1 -3 | 
(vi) 4 3 -3 -1 -3 

` L-3 3 -3 -1 
1 -1 0 O, 

.. -] 1 0 0 
(viii) A- 0 0 31k 

0 


2. EAr An 

G) A= 2 
WL E eo Es i jsi, 2e, n, 

Gi) A= Ааа! i азаб t o + Aa et 
G аа, j= 1, 2, в. 


tE, ELAB = ВА, 
Q'BQ= Па, dtas … faje ЮКА 与 ш 59 
ath 

ARIE HAs À, oo АЙ m А, m A 
МР, 使 P'AP = [A L, dolne s, A L.l. 
BRAH AB= ВА, Ар Р!ВР ҖЕ 2.2, ) 


элте А, DIFE 


3 复方 阵 的 西 相似 、Schur 定理 及 其 应 用 


—. Schur 定理 
定义 设 4 与 8 都 是 复方 阵 ,如 果 存 在 西 阵 8, 使 
Q''AQ=B (W) Q'AQ = B), (1) 
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А 5 B EHA, RIA ПТ B, 
定理 3.1(Schar) 任何 ! 阶 复方 阵 必 西 相似 于 上 三 角 阵 , 即 
存在 西 阵 О, 使 得 
N Суз бз + Cin 
Mo Оз t Con 
WAQ = hs зе см |, (2) 


ЖА, №, ее, М СЕВАН УИН, 
GEM 因为 对 任何 复方 阵 A, ШЕЛ, Ш 


М 
TAT = h А ` |, (3) 
0 
(第 五 章 定理 2.2), HT TAJEA И, НАЗ 1.4, 
T=QR, a) 


Жр Q ЖИ, R 是 韭 异 上 三 角 阵 ,把 (4) 式 代入 (3) 式 , ЖЕЛЕ 
理 后 即 得 
№ 
N . 
QAQ = ` R, (5) 
0 м 
由 于 愉 是 上 三 角 阵 , 故 R :也 是 上 三 角 阵 ， 故 (5) 式 右边 仍 是 一 个 
上 三 角 阵 , 故 (5) 式 可 写成 
Эп 
- baz * 
QAQ = А , (6) 
0 Dan 
出 于 相似 阵 有 相同 的 特征 值 , 故 (6) 式 的 bi, Воз, tta Dan HEZEA 
-321o 、 


的 特征 值 , 故 得 (2) 式 。 证 举 。 
HWT Hermite 阵 (或 实 对 称 阵 )4 的 特征 信 全 是 实数 。 
GEMI 这 个 已 证 遇 过 的 结论 氏 schur 定理 儿 平 空 刻 可 以 看 

Н.Е А, ETR О, 使 成 立 (2) 式 , 即 


м 
vad "|, а) 
0 N 
NERIA, Mtg, 即 得 
М 
оло) >} 8) 
tr . L 
出 假设 А/= А, 并 比较 (7) 式 与 (8) 式 的 有 边 , 即 得 = K, ММ Ж 
Ж@,1=1,2,++,п, 证 毕 。 


从 (7) 式 与 (8) 式 右边 的 矩阵 还 可 看 出 ， 当 A= АГА, «ВД 
与 ** 号 处 的 元 素 全 为 堆 , 故 还 可 得 ， 

推 沦 2 对 Hermite 阵 A, 必 存 在 西 阵 8, 使 8'4Q 为 实 对 
角 阵 。 
推论 2 RLE BANA BAAT AE, 则 4 必 是 
Hermite 阵 、 由 此 及 推 沦 2 可 知 , 除了 Hermite 降 外 , ЮА 
他 复方 阵 能 西 相似 于 实 对 角 阵 了 . 

除了 Hermite 阵 可 西 相似 于 实 对 角 隆 外， 还 有 何 种 复方 隆 可 
ШИП ИЯРДЕ 这 一 问题 将 在 选 做 是 第 13 题 中 给 出 ЖЖ. 
Schur 定理 另外 一 个 十 分 有 用 的 挫 论 是 下 面 的 ; 

定理 3.2 ЇМ, М, 6, An ESER A Br RE A= Caus Jann КИФ 
征 值 , 则 


м< È 1а, 09) 
DEWI 由 Schur 定理 ,对 任何 n MENU, VEEN Q, 
822. 


使 成 立 (2) 式 ,在 (3) 式 两 边 攻 共 印 、 转 加 , 即 得 


А 
аа o 
ра 
Q'A'Q=| cis сз № ` (10) 
Cu с Ew Б М 
ш(2 у (10091836 56, 
IM Ë+ с, . 
4-2 
ОАА = ISP + fens? ， 
. КА 
ЯЫ 
(11) 
BA'AQ = 
Га]? 
[м] + [оза [2 Y 
Bal [еә ` 
. + гы 
‹12) 


《11) 式 与 (12) 式 右边 的 方 阵 中 * 号 处 的 元 素 ( 非 主 对 角 无 ) 不 必 写 
测 ， 因 为 用 不 到 它们 ,对 (12) 式 两 边 的 方 阵 取 迹 , 则 得 


Ўр Тее РСА) = 5) jou 018) 
(RODRA Schur (нард), 由 (13) 式 显然 可 得 (3) 式 ， 
证 毕 。 
# (9) 式 为 Schur 不 等 式 ，Schur ПАРАН КН I 
DOREEN RER, 它 在 行列 式 理论 、 撼 阵 的 秩 以 及 特征 信 的 估计 
. 323. 


及 分 布 理论 中 痢 有 它 的 应 用 〈 见 下 一 段 以 及 本 毫 选 做 题 第 8 题 到 
第 12 题 ) 


* 二 、 方 阵 的 非 异 性 的 判定 
BAS (a)... 是 复方 阵 ,在 第 三 章 中 已 证 明 , 5 АЕРА] 


独占 优 阵 , 即 josi > 六 lol ,t=1,2，…， nif, АЗ 


(Lévy-Hadamard RERE), 从 那 时 起 直到 本 进 纪 七 于 年 代 , 陆 续 提 供 
了 不 少 月 关 判 定 上 是 非 异 阵 的 充分 条 件 ， 它 们 中 的 大 岁数 是 把 
Lévy-Hadamard 的 个 条 性 减弱 , 或 作 个 别 的 更 换 ， 也 都 是 在 一 
个 个 主 对 角 元 占 优 的 条 竹下 进行 ,本 段 将 其 主 对 角 元 之 和 占 优 ( 即 
已 阵 钓 迹 点 优 ) 这 一 总 体 考虑 回 题 ,应 用 Schur 定理 ， 获 得 判断 方 
阵 非 只 性 的 一 个 充分 条 件 , 这 就 是 下 休 的 : 

定理 3.3 {1 А=(а,)„„„ КЫЛТ, 如果 


| z “|[>@-1› $ Га, |2, си) 


Ж А,Б ДЕЗЕ. 
定理 3.3 是 证 面 的 定理 的 一 个 直接 推论 ,这 就 是 
定理 3.4 BA) и A= (а), 的 秩 , 则 


=. (15) 


© пыш а (А), ЖАШЫ ШАМ, М, =, М, | 
Schur 定理 ,存在 丁 阵 О, 使 
м 
бло O *| a6) 
0 [Ж 


йя АЗЕ ЖЕЙИН ДЖ 不 会 超过 т, П sr。 不 然 的 话 , ЯТ 
s>r, 则 (16) 式 右边 的 方 阵 中 至 少 有 一 个 s 阶 子 式 不 等 于 零 , 从 而 
324 . 


产生 r=x4)=r(GA4Q)>s ЯД. 

MOSA, ЖИЙ М, М, се. М PETE, Пас 
的 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 

| (б) (е) Жм, 
放 由 Schur 不 等 式 ,上 式 可 化 为 ， 
ГЪА [25 z Га |= зт АА ус rir( АА”), 

上 式 即 (21) 式 。 шн, 

915) уо БЕЙШЕНГЕ ЗЕК, EREDT БИО Jr Е 
АЖ а 就 可 初步 判断 及 的 秩 至 少 应 是 多 少 。 

由 定理 3.4 显然 可 得 定理 3.3。 今 举 两 例 ; 


Ml 求 方 阵 
4 3 1 
f: 4 中 
1 2 4 
的 秩 。 
因为 出 (15) 式 可 得 
2 144 
ау ОЕ” «МЫ >з, 
故 A 的 秩 为 3。 
例 2 求证 : 方 阵 


5 1 0 1 -1 


2 0 -2 -1 5 1 
0 -1 è 1 8 5 
ЖА. 


пеп RARE |È а еви, $ lault=188, 而 


brs 


-3%. 


841>(8-1)-168, 
故 由 定理 3.3 aJ А ESE E, wE, 
B2 的 4 不 是 严格 对 角 占 优 阵 〈 第 3 行 第 3 列 的 元 素 小 于 这 
一 行 其 他 元 素 的 绝对 值 之 和 ,第 5 行 亦 然 )， 但 人 的 主 对 角 元 之 和 
《的 绝对 值 ) 这 一 “总 体 ? 仍 * 占 优 , 故 仍 末 判断 它 为 非 异 阵 。 


я Е 
1。 对 下 列 方 阵 A, REE Q, të Q'AQ 为 上 三 角 隆 
全 01 GD -1 2 
4( -1 0) 4-( -1 1 ) 
2. 用 Schur 定理 证 明 ， 
G) 141= АА n PEAR tb А өе, An FEA ROGIER 
Gi) Hermite 阵 的 行列 式 是 实数 。 
3. 用 Schur ZIMEN, 反对 称 阵 . 斜 Hermite 降 ( 即 A= -A) 的 特 
古色 的 实 部 等 于 零 。 
4. 用 Schur ZMES, EXW, РЕМИ НЕЛИ О) EF 


1. 
5. ШИНЧЕ EEIE РЬ | 
6. 如 果 4 是 复方 降 ， Ң Z= АА, kèl, ШЙ .4 为 拟 对 称 阵 求 证 拟 对 
аге 
了. 设 
2 1-3 
(ит 2 ) 
找 出 西 降 Q, 使 QAQ 是 实 对 角 阵 。 
8. BRAR n ГЕЗИ, А, А, +, À, 是 4 的 特征 值 ,求证 ， 
G) A= Rajal + Җа +e + À anah 
其 中 a, AÈ n EAE, R. 
Ga = д, i j=l, 2, e, n, 
称 上 述 分 解 式 为 谱 分 解 式 ， 
Gi) 必 存 在 4 维 单位 列 向 量 of (раја, = 1), 使 
А, Ла, l1<i<x< 
.326 - 


LT 


选 做 是 
1, Ва, p RANKER n ERRI FO азе, 求 汪 存在 
ШН. На=8. 
BJ u ES УЦ, ЛАА МЕЗ 


ШЕН, 


З. йлап ЈЕ 
G) BEEE Q, 使 


оло-[ь-1( cos 0; iay. cos 6, чабуу 


іа б; cos8, = 5іп 0, cos, 
Fi CRATE AYSSI A BE Et IE ЗЕНА 
GD A UTARA A 
Gii) Аут 
(iv) A REZAT adj 4 RII EUT -adj 4; 
(у) |4[=-1Ё АСЕН - 1, 


0 b 0 b, 
q'aq |o, ( o э (., B): 
此 处 ba ТО) А ПНИН, HERLEI B АГЕЕВ ih 
正 交 相 似 标准 形 ; 
Gi) JAI = (F An до, е, Д), 
此 处 f (z тз, s MARERITT ИД 
Gii) 14120; 
Gv) HARRERA N 1A 0; 
(v) H ARBRAR ШЇ A 也 是 反对 称 降 ， 
(vi) T+ 4 的 主 学 式 全 大 十 1 
5, 求 拟 正 交 阵 А(Л!А= bT, b>0) 的 1 
И EM FE Cauchy < 


6. їпа= max lanl, 
1} ат 


(半生 全 加 全 bn (>, {=1, 2, у н) 
《 即 几 何平 均值 不 大 于 算术 学 均 值 ) 以 及 Schur 不 等 式 证 明 ， 
[еі Фатах, 


«321. 


АТТУ. 
ЕН, а + 6,39] 


а, Jae det 4 š 


《on РЎ 


Ж А, А, А ABR, A 
T. W Asa tb 1н 
R A 的 实 部 与 虹 部 ，i= l,2, enn 


Ес ЕСА 
D иг 5, 2 


И о | а-ар ® 
8. ШМ mx n Я ЖЖ 
ММ {a - Dtr MMN), 4 тїп, 
(RÆ, ТЕСИ?) 222 (n СОЙМ ЭЗ), эң тл, ) 
ЖШ. |МИ'|>0 (R# |М'М|>0), 
9. ЖА п AEDE HE k, 16и 1, ААТА Ин 


/A В 
40 о p. ) 

Жир A EAR k ЗЕТ, 记 А 

D) +6000) +2376 (BB tr (CPC) , 


G) жш 19044), 
Gi) ШД А е, Aa ААР, WI 
Хат 
(ERE Schur КИТА Т). 
(提示 :对 那些 Beth, С, 0 89 B, 5 С, 令 
{ъ= tr (B,BD>0, E= tr (CG,CDD>0, 


作 方 阵 
_ | а, 人 
( £ ўс, p. ' 


Ж: b= tr( 天 天)， 即 得 4). НЕК Ы АЗИ, HAKH п 个 特征 值 仍 
Ж An А +, А, 然后 对 下 用 Schur 不 等 式 , НА (Н), ) 
10. A, h, {的 假设 同 第 9 是 ,求证 


GD >а 
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(Н 
(提示 :1 
11. ü 


H [tr Сео (и-1)/, MARTRE. 

并 应 用 第 9 让 的 (这 ) 

АЗ ЖОГ А = (а) вхт НЕЕ, їй 
4А) = max lu- аЬ 


称 4(4) HARRE, XANA L TORR ЭШ, Ж, 

асо (1-20) 

G) сз азата, M 

1 
амма (1-50 ef)” 
说 明 上 上 条 的 等 号 可 以 达到 。 
BRATR ST 的 Lagrange EFR ` 
a $ aA a -, E iA 


РРР 


先 这 出 ， 
о (400) 


КЕ S edi 
12. A db dR 
证 


di) iz 
3 3 22 
1 4 32 
бу; 4 з” 
-1 -3 -2 4j 


[det4!? = ГАТА ТА. 
EAn An …， 是 4 的 畦 征 值 ， 故 对 上 式 应 用 第 6 HERH BJ Cauchy 
D. Наратар D.) 

АА = ЖА, 则 称 4 为 复 正 混 隆 ( 当 -4 是 实 


G) ЫЛАН ит Ж ЭРЕ АЖЕК Н, А BAERCH, k 
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АЙТАТ). 
充 要 条 件 是 , 4 为 复 正 规 阵 ， 


‚ (as an e tah BR. 


RE _ 
alā, =ô i, J=1,2, 5,8, 
М. 设 4= aon БИШЕЙ. WRO) = 1zvzl, Rh z 是 满足 
a'e =1( 即 长 医 为 1 的 )n B, 
G) ЖШ: max J4] = max R(z), 
此 处 Ay, Аз ……, Aa Ж AB 
Gb ЎТА = max 1441, 


14,122 шах [ан | 
1 


„1 
|> тах [аи +а,+а+ан}, 
КШ 


(бл МАТЕ АТРИ ОО ПЕ ЖЕШ, 


тах R(z)< mar іх 
再 应 用 А КИРА 89 习 是 第 8 题 ) 证 出 ， 
max |А,|«<&тахЁ(х)). 
184 P 
15. 设 4 是 复 正规 隆 ， 记 Вб, y) slFAr+y Ayh BE at у ЖЇЙ 
Б. zz=l yy=1, z'y= 0 н ВИЕ. ХАА, Ah, +, A.E Atl) 
BEE П.А] j>a lah ЖШ: 
А +1412 max R(z, 0). 
(提示 ， 仿 上 中 的 证 法 ， 应 用 定理 3,2, A 35 — ТЕ $T rh B) Cauchy- 
Schwarz 不 等 式 ,) 
16、 设 4 是 揽 正 培 阵 ,求证 : 必 存 尘 揽 系数 多 项 式 J (Q 5 gA), Ë 
Ж#=](Ау, А= aG 


"ә, 是 其 中 所 


ЖШ. АЕ Lagrange 
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Xe ARTN A= аб), k 
17. (Fuglede-Putnam) RA 5 ВАЕ ту пя 

ж т С, 使 4C=CB, 则 C = CE, 

Син Їй, [А, ВЈ m+ n E Лү, УА Ж 15 题 的 结论 于 [4 В] 

хв 
18. (Wi 

Ba MJ АВ 5 


RESA), СА). ) 
Е. К 


gmann, 1970) ЖАУ BAR Æ mxn A 38 i nx m 3 Ji 
A КИЕЗ ERNE ж, 
DAB= BAA, BBA=ABE, 


ЖЛ 
his 


NN 
N 
һы SN 
bm DN 
NI 


han 


为 上 Hessenberg HE, TIER 


hu e NS 


ha ha ez 0 
hu Ва has - NS 

- Дл ба Бан 
为 下 Hessenherg HE (i n Frobenius 923. Hessenberg RE, Jacobson + 


是 下 Hessenberg BË Н п ЙЫЛ a= (aswn 必 西 相似 于 上 
Hessenberg h, 即 丰 在 画集 О, 使 


TAQ N} 


Сел. ФАРЗ 的 证 法 ,把 4 分 快 ， 


pou b 
4 ( ч) 
it lait = С, EIERE п-т H 使 


+33] + 


Hay= (Cr, Oe OO, 
Ф0=#[1, H), W) Q вй ЕЗ. А 


[222 
— fe АНІ с} 
QAT = | ® 
на, ШАТ | | ani | 
0 


然后 对 аз 与 -2 阶 阵 Aa MARE.) 
20. Жа. МЕНЭЕ А, BREEN E Q, 使 Q'4Q 是 实 的 上 
Hessenberg HE. 


пй Hermite RE RIE: BHATE Q, 使 QAQ 是 三 对 角 


a bi 0 
_ bi о ba 
Q= b а“. ü 
0 Bs 
ба а 


其 中 п, АЙЗИ Ъ, 6, ҖЫЮ, 
i=1, 2, en m j=, 2, 
22. Жі. Е n ЭОЕ ЗОНИ 


Ка DESY i=1, 2, = 
23. WAB, C п 
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Н E E Hessenberg BE (BJ k, 0, B i>] +2 6), ЯП 
РО) = А Н = Alat В|, 
令 Abast hus СЕРА) MERA PaA, i jai, 2, oy n RiEs 
O жле АХ + XB'= Стя -AIRE ЙЕ ЛЕ f(A) 8 E SE 
СА 
GD АСЛ) RERNE Ш Аснер t 
410740, Q'CQ= (à, д, =, 8), 
MJ AX + ХВ\ = Сатин e, 
Х = (ат, as, +, a.) Q, 
да, = $) 640$, 
ШЕТУ аз, аз, …， an1 为 未 知 向 景 的 上 三 角形 向 最 方程 组 ， 
E Садка) а = B. 1=2, 3 n 
而 得 出 ,其 中 Bs = 0,- Аа, 2, +, п- 1, 8,-д,- (Ai + ha Г). 
GE B @ л, ЗХ НО на 个 未 知 其 中 的 于 个 ， АП а„, MAXHE 
起 玉 一 二 个 未 各 量 几乎 立刻 训 以 偶 出 ,此 法 对 多 天 的 才 更 有 用， 这 正好 说 卫 
ТЕЛЕСНА ЕЯ.) 
ЗАЕВ АХ + ХВ'= СЕ 
AGQ'XQ) + (Q'XQ) h 
ШЕН, 上 方程 叉 可 化 为 同 解 的 向 菇 方程 组 。 
È Фә, кыда, =д,1=1,2, е, п, (л) 


эздин Cramer 及 其 道 定理 ， 即 可 证 得 G). 又 以 
fn(40) 依 次 左 乘 ( 公 ) 的 第 i 个 方程 ，i=1 2,…, 9， 并 经 过 简单 的 计算 , 即 
чан, › 

К A.C п ИЗЛЕ. 


А 


об) = Аг +A - Alb, 
ЦА) = FAAA- A-A), 


Т М АХ + XA = СВЕДОК IE gA) (或 1(4)) 为 
ЗЕРЕ. 
(提示 ;应 用 第 19 题 (I) 以 及 Hamilton-Cayley 定理 ，) 
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第 八 章 方 阵 的 合同 与 二 次 型 


本 党 详细 介绍 实 二 次 型 化 为 怀 准 形 的 问题 ， 重 点 讨论 正定 二 
次 型 、 半 正定 二 次 型 以 及 与 之 相应 的 正定 阵 与 半 正 定 阵 的 各 种 基 
本 性 质 及 其 应 用 ,特别 对 正定 阵 作 了 较为 细致 的 讨论 。 


$1 二 次 型 的 简化 问题 . 方 阵 的 合同 


一 、 二 次 型 的 简化 问题 
二 次 型 的 至 论 起 源 诗 二 次 曲线 (或 曲面 ) 的 简化 问题 。 我 们 知 
道 ,平面 上 的 二 次 曲线 方程 。 


ах? + bxy + су + dx + eg= f (1) 
可 用 坐标 变换 
[os (2) 
у= xsin 0+›+у'соз 9 
把 (1) 化 成 


ax + oy p dr! + ey! = f, (3) 
ШСЗ Тр, ВТУ} (1) 来 说 , ЗЕ РАА 
标 变 换 (2) 把 (1) 中 二 次 章 次 项 : 
Кх, у) = ax? + bxy + с (4) 
的 非 平方 项 消 控 。 对 二 次 项 醒 也 可 类 似 地 这 样 做 ， 
在 数学 分 析 中 。 判 断 fx, у) 的 其 一 极 秆 可 疑点 Ca, b) 是 否 


为 fx 杨 小 点 ,是 用 下 法 解决 的 ; MRAR K, z) 
共有 各 阶 连 红 偏 号 数 , 则 先 把 从 x, у), Taylor 展开 式 ， 
、 of ај 
Кх, у) = ба, b)+ a аза АТ 42+ 25 aega #7? 
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Мх-ауу-Ь)+ 


ЖЕРК ÈRI. Інта, РЬ);& 
ШШ 
Bx |а 


于 是 
1 ау Шара f 
Кх, у) = (а, b)+ 而 „(х ау + By 
(x-aXy-b)+, а (0-0): +R, 
27 Oy | -osrs 
记 
х-0=21,9-0= 23 
ду 1 =a 
21 De |... T 2} Әхдр reanna T 29 
1 24 = 
зг ау = 02. 
ЗИ Са, DERK A. Ж ЖАЛУ д Ж ЖЖ f(x, 9) 的 二 次 项 : 
9(21, 22) = аца + 2431212 + 05228 (5) 


EKER: xaj <е, 0-0] <e 上 小 于 零 , 还 是 大 于 零 (e 是 充分 
小 的 正 数 )。 

容易 看 出 ,如 果 能 用 类 似 于 (2) 式 的 沧 标 变换 把 (5) RAA 
ЕЗЕН, ШИШ ЕГА Са, B) 是 极 大 点 ,还 是 极 小 点 。 

ЕЛП ИЗЛЕЙ, 用 一 个 坐标 变换 把 二 次 
ах? + bx + cy 的 非 平方 项 消 挤 力 是 必要 的， 在 为 学 、 匠 
一 些 数学 分 支 中 也 需要 用 坐标 变换 ( 称 为 非 异 华 标 变换 )， 


х= Уади, i=l, 2, e, n, [qo | 0, (6) 


把 二 次 型 2, ахх 的 非 平方 项 消 掉 ， 即 所 (6) 趟 代入 
Ў) аук; 
ШЫ 


使 之 化 成 
+ 395» 


a В 
> аз Ddy (7) 
БЕЛ = 


的 形状 ， 这 里 xis и BERKEM di qu, ао WERK, 51,2, 
… n。 这 个 问题 就 称 作 ( 实 ) 二 次 型 的 简化 问题 ,或 称 为 把 三 次 型 
化 为 平方 和 。 
芳 记 
х= (ху, ж, y Xa)’, Y= С, 多) 
А = (а), Q = (айы, D= [di, das =, daj 

И К ЖИ ЕГШ о ЗЕ ЧЕЗ ЛИ БАЛЕ. х= Ор, |0150, 
使 


z аХху = Х'Ах= Du = 2 ССА (8) 
国 为 任意 nt 阶 实 方 陈 入 必 有 唯一 分 解 式 
A=B+C, 
其 中 了 = АЖА! зуу, с= AT 是 反对 称 隆 ,所 已 


х'Ах=х'(В+С)х Twp 
(因为 x'Cx=0)， 这 就 是 说 , 任何 实 二 次 型 x'Ax 可 化 成 以 B 为 实 
对 称 阵 的 二 次 型 x8Bx。 所 以 今后 就 假设 妇 是 实 对 称 阵 , 称 4 为 二 
次 型 Ax 的 系数 矩阵 。 以 下 讨论 的 ( 实 ) 二 次 型 都 是 以 实 对 称 阵 
为 系数 害 阵 的 二 次 型 ,不 青 另 作 涪 明 。 
Ж х= Оу КАЛ w Ax, 则 得 到 
x Ax= (QAQ уу, (9) 
所 以 只 要 Q'AQ ААР, Q'AQ = D, 则 即 可 得 到 (8) 式 。 于 
是 化 二 次 型 为 平方 和 的 问题 就 归结 为 对 于 实 对 称 阵 4 怎样 找 非 
异 阵 Q, 使 
ОАО = [dt dz, +>, d,] = D, (10) 
这 就 归结 8256098688, 于 是 引进 
ЖХ BAH BERIKKE, PAB AAAH, REKA 
合同 于 B, ерин Q, Ж Q'AQ = B, 
“336 ， 


由 方 降 间 合同 的 定义 可 知 ， 化 二 次 型 为 平方 和 的 问题 就 归结 
为 把 实 对 称 阵 合同 于 对 角 阵 的 问题 。 

如 果 吕 是 正 交 阵 , 由 Q'AQ = ОСАО, 此 时 合同 与 相似 是 一 
ж. 


二 、 用 初等 变换 化 二 次 型 为 平方 和 

第 七 章 定 理 2.2 指出 , 对 任何 nt 阶 实 对 称 阵 4， 必 可 找到 正 
BEBE Q, W QAO = ГА, №, 5, М1, W Ais №. е, „ЖАШ 
征 值 。 用 化 二 次 型 为 平方 和 的 术语 来 描述 ,就 是 下 面 的 

定理 1.1 DYRA ЕА”, x= Qu, О RERE, 
把 二 次 型 Ax 化 为 平方 和 w Da, М, es Ја, BE 

х'Ах= Ў) ашхух, = у, 
{i=l 4=1 

而 М, А, се, An 是 4 的 特征 值 。 

用 正 交 举 标 变换 把 二 次 型 化 为 平方 和 ， 常 称 为 化 二 次 型 到 主 
轴 上 去 ， 这 就 是 第 七 章 定理 2.2 的 “几何 ?背景 。 

今 亲 ,对 任意 数 域 K,， 是 否 存在 非 异 阵 О, ОАО» К ЕХ 
角 阵 呢 ? 回 答 是 肯定 的 ,为 此 先 证 ， 

引 理 1 ЖА п ЗИ, А, 是 A 的 7 ИДЕЙ 


阵 , A 的 分 块 是 
А,В 
А= 
(с D ) 
则 必 ; 


(i) A,=A', D=D’, C= B”, 
GD 必 存 在 非 异 阵 Q, ti 
О'АО = [А,, DS ВАВТ, GD 
【证 明 】 ООВ. SEG). ЗАА АИ 
初等 阵 的 列 变 换 及 共 相 应 的 转 置 行 变换 , 即 只 要 取 非 异 阵 Q” 为 
Q'=T,( — B'A!) "(ыла N ), 
就 使 (11) 式 成 立 。 


п-т 
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定理 1.2 设 4 是 秩 为 + 的 阶 实 对 称 阵 ,r 之 1, 则 必 存 在 
阶 非 异 实 方 阵 Q(Q@ 不 一 定 是 正 交 阵 ), 使 
Q'AQ=[d;, ds, =, dp, O, 0, OJy az) 
HP di, 43, ++, d, 都 是 非 零 实 数 。 
【证 明 】 下 面 是 个 构造 性 的 证 明 。 ЭР п 用 归纳 法 。#= 工时 定 
理 显然 正确 , 设 定理 对 -1 成立 ， 
(1) ЖАК, 1) 元 eu 二 0, ЖАТА 


(23) 
А а А 
由 引 理 1, 必 存 在 韭 异 阵 Оз, 使 
ОАФ, = [an, A,- a! aka], аз) 
由 于 A 也 是 对 称 阵 , 所 以 А, агата 5k n — 1 阶 对 称 阵 ， 且 由 
ODRA, Aaaa 的 秩 为 >- 1, 于 是 由 归纳 法 假设 ， 存 在 
п-1 B ESE EE Оз, 使 
QLA, -аё'аа)О» = [das ,ds 0, 0 0], (14) 
174, =, d, 都 是 非 零 实数 ， 记 Q= Qif1, 0,1, 则 Q 是 nn 阶 非 异 
阵 ， 帮 由 (13) 式 与 (14) 式 范 经 过 简 弟 的 计算 , 即 可 证 得 (12) 式 (其 
an = di). 
(2) 当 an=0, 而 某 一 ase 0(1>1), Ж] 


ац + 
Е АЕц= 


其 中 E. НЕ, НСОР. 

(3) 如 果 а,=0,1=1,2,.-.,8, 9—0 ]у 
А0, РЕ АЗУ Tu (a) BRER T (aos), 
即 得 


Тибан)АТу аз) = 
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于 是 位 于 上 式 右 边 的 (i, 让 元 素 2а, 0, 这 样 又 化 成 了 (1) 的 情 
®. 证 毕 。 

如 果 称 二 次 型 Ax H RRE ERRATE. WA 把 
定理 1.2 改 述 为 

定理 1.2” 必 可 找到 非 异 坐标 变换 x = Оу, 把 秩 为 r>0 的 二 
WHL x! Ах 化 成 平方 和 : 

Ах = dara 4+ t d, = Ed, dy, t, 

de, 0，…，0]9)， (15) 

而 dis 9, 56,0, ERRE, 

ЖО бз ЖИЕ JY ЖАККАН х/ Ax 的 标准 形 。 

在 第 一 党 $5 中 已 找到 了 求 @ 的 方法 ， 即 作 下 列 有 有限 次 初 等 


变换 ， 
Al Q'AQ Q” 
Ia o) 

ERE Q'AQ 为 对 角 阵 的 同时 ,也 求 得 了 8。 对 于 实 对 称 阵 来 说 ， 

用 下 面 两 个 引 型 还 可 使 如 的 求法 进一步 简化 ， 
引 理 2 对 任何 秩 为 + Крл ЗИ А, 必 可 找到 * 正 么 模 
BEB, 即时 是 有 限 个 第 三 种 初等 阵 To(m 的 乘积 (显然 ,B1= D, B: 
B'AB= [di, dz, +, dp, 0, =, 0], (16) 


їй dis ds, =, d, 全 不 为 去。 
【证 明 1 由 定理 1.2, En HERR Q, 使 


Q'AQ= Гс, са, ts Crs 0, 0s 91, (17) 
而 0,0,1=1,2, 6,7, ЩЖ, 
© = Вр, (р), р=10| +0, (18) 


其 中 中 是 有 限 个 第 三 种 初等 阵 的 乘积 ,而 (р) = 1, 6, 1, В]. 
把 (18) 式 代入 (17) 式 ,得 到 ， 
B'AB= Р,(и7')[01, сг, s сь, 0, е, 0]О„(н7\) 
=[di, dz, y dp, 0, y 0], 
Др dsc іе 1, 2, 1, r-l, ii dr = Cr 8 к<пуй,=н7?с„, 当 
т=п, Wd d, 0, d, ERRAR. 证 毕 。 
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引 理 2 说 明 ， 必 可 用 大 限 个 第 三 种 初等 阵 把 实 对 称 阵 合同 于 
ЯЕ. 

引 理 8 RAEN KIAR, 如 果 O 是 有 限 个 第 三 种 初等 
阵 Tu(k)(i>1) 的 乘积 ,县 使 


其 中 6 是 #1 维 行 向 景 ,41 是 4 一 1 Br EE, ШУ 
оло-(® 路 
0 А, 

【证 明 】 由 假设 ,07 是 Tu(k) 的 乘积 , >l, ЖОЕТ) 
的 乘积 , i>1。 由 于 i>1, Ж Q'A ЗВОН, 对 Q'A 的 第 1 列 的 
RREA (A BT (k) 是 把 B 的 第 1 列 的 倍加 到 B 的 其 他 
列 上 类 ,而 B 的 第 1 列 不 动 ), 而 变动 的 只 是 6 的 元 衷 , 故 得 


g'ao= И | 


0 A, 
但 4 是 对 称 阵 , 故 Q'AQ 也 是 对 称 阵 ,所 以 8= 0, шр, 
由 引 理 3,， 只 要 找 Q” 使 
а 
а. М 
ОСА, 1) = (Q'A, Q')= ч, ‚о, 019) 


0 `. 
0 
则 这 个 О” RHR ОЙЛЕ ЛАЧЫ ЧЕЖЕ BE О, 它 使 Q'AQ 为 对 角 阵 。 
REZ REH (A, D 作 有 限 次 第 三 种 初等 变换 T (k), >), 
那么 , 当 把 4 变 成 上 三 角 阵 时 ,和 4, 1) 的 工 就 同时 化 为 O, 它 的 转 
置 阵 就 是 要 找 的 非 异 阵 。 
йл REFE Q, 使 UAG 为 对 角 阵 , 其 中 


1 -i 2 
А=|-1 -1 ol, 
2 0 2 
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【 解 】 逐次 用 第 三 种 初等 行 变换 Tuk) >, W (A, 1) 
化 成 (19) 式 的 形状 ， 
100 
11 小 
001 


G о ї1-12[100\ (-2у/1-12 
(А, у= | -1 -101010| | {0-22 
100 
110 |, 
-111 
Q'AQ=[1, -2, 0], 


2 021001 2 02 
1-1 21100 1-12 
~. -2 2 hfe 
0 2-2i-201 0 00 
1003 1731-1 
ооо 11 | 4 01 \ 
-111 00 1 
例 2 把 二 次 型 2xixs - 6xaxs+ 2xlxs 化 为 平方 和 。 
їй] 由 于 二 次 型 的 系数 矩阵 是 
0 1 1 
| 1 0 ә} 
1-3 0 
її АТЗ: 25, HUA AE 3, 先 由 引 理 2 以 及 
定理 1.2 证 明 过 程 中 的 〈3)， 对 4 作 第 三 种 初等 行 变换 及 其 转 置 


列 变 换 ， 使 得 经 过 如 此 变换 后 得 到 的 新 的 合同 阵 的 主 对 元 有 非 零 
数 , 然后 对 这 个 握 阵 用 引 理 5, 整个 变换 过 程 如 下 4 


O 
>/0 1 1[10 0 1 1-2[1 10 
СА, з) = (О 1 0-3 0 10 |4 1 0-3:010]— 
1-3 01001 1-3 0001 


《此 步 不 影响 坚 线 右 方 的 矩阵 7 


= 


故 由 强 理 3 nf Ni 


面 
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2 1-2110 


ЕЕ 


—— 


m 1 
Q'AQ=[2, ~ 5,61, (20) 
故 二 次 型 2x;x, — близ + 2хуху ЇЙ B. 
э-ую+®й, (21) 
тару АА р 


аи 1+ 


1 
х= ito Ve- Ys 


Xs = 85 


型 化 为 形 如 (21 ) 式 的 平方 和 。 


G ERU HERSE РЕТ, Ску 的 乘积 JH 
>. 央 为 一 开始 已 (1) тй; 
(ii) EF QA 例如 出 529) 式 还 可 得 ; 
(QD: -2)) A QDA -2))= 1, —2,1]0”АО[1, -2, 1] 
=[2, -2, 6], 
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故 得 
ОАО = [2, —2, 61. 


1 1 3 
coco -ї -ih (22) 
0 0 1 


故 原 二 次 型 的 另 一 个 标准 形 是 
22? — 2% + 622, (23) 
上 初等 变换 把 二 次 型 x Ax 化 为 平方 和 的 最 大 优点 在 于 ， 化 
人 为 上 三 角 阵 的 同时 就 求 出 了 О. 


E, EFECTE) 

把 二 次 理化 为 平 计 襟 和 外 一 方法 就 是 在 初等 代数 时 已 熟 全 
RCOOH, IPK Lagrange 方法 ， 此 法 的 缺点 是 , À 
Q'AQ 为 对 角 阵 的 同时 就 找 出 8， 而 要 经 过 多 次 的 方 阵 的 乘法 
算 后 才能 得 出 О, 因而 计算 复 林 而 费时 ， 因 而 是 不 实用 的 。 所 以 
我 们 不 准备 对 一 般 的 配方 法 进行 讨论 ， 然 而 在 有 些 理论 推 只 中 以 
及 对 菜 些 形状 特殊 的 二 .次 型 ， 用 配方 法 却 容 易 奏 效 ， 故 本 眉 仍 举 
例 以 说 明 此 法 的 运用 过 程 。 

BRAAI, HAZKA 

ху, х5, ха) = 2X Xy — 6x2xs + 2X1X3 


HAFAN, СИТ ИОТ, DEA AEE RRE Йй, 


ИЕ 


TE 
f(x1, хә, ха) = 208 — 225 — 4z123 + 8225, 
上 式 已 出 现 平方 项 , 即 可 进行 配方 : 


JO, ху, X3) = LZ —Z3) 288 — 225 + 80023 


=29 — 28 — 208 + буз, (25) 
此 处 
91521-23 
9 = 22 
#з= 23 
或 者 
у= Ants 
а= 
Zam Ya 
也 即 
z 10 1\/ 
z |={010 (|. (26) 
Za 0о0о1/\® 
再 对 (25) 式 进行 配方 : 
fx1s эв, X3) = 238 — Uyam 29432 + ӨЙ 
= 2и} ~ 2и$ + 603, (27) 
此 处 
=й 
Y2 = йз + 243 
Ma = us 
也 即 
Yı 100 w 
ю»|=|{012 ш}, (28) 
ЕА 001/4 


CA (26), CINERE 
‚м. 


x 1 10A/101 fir 
ЕБ EE 
EA 001/\001/\001 
1 1 š 
(2532) 
001 


使 
Q'AQ=[2, —2, 6] 

(号 (22),《(23) 式 相 比 较 )。 

从 上 面 的 配方 过 程 可 以 看 出 ,8 不 仅 需要 另外 求 出 ,而 且 要 在 
对 素 次 配方 后 所 得 的 非 异 阵 求 出 其 递 后 ,才能 逐个 相 么 得 出 Q, 其 
麻烦 程度 可 想 而 知 。 然 而 ， 用 配方 法 求 某 些 特殊 二 次 型 的 标准 形 
ARAR FREE 

їз 求 x= Оу, 化 二 次 型 

Их, Xap бе, Xon) = ухаа + ХХ. е +, 


为 标准 形 。 其 中 %= (Xi, X2 се, ху, у= (їй, Yes eo Vaada 


гел 用 配方 法 。 令 
= 
О ар, 8, hs дл, ?п-1,+е,п+1, (29) 
En-Va 
Bp 
x ЕД 
х, L я 
*=| 一 |= -- |=Qy, (30) 
Xari Ja 1 Д Yasi 
Xon Poa 


OBEY, = (eus s €z, е), е, 是 标准 单位 向 量 ,1<i<n, Hí 
-345° 


= J, 
esl -n 


显然 是 韭 噶 阵 ( 由 行列 式 租 第 一 降 阶 定理 立即 可 以 看 出 )。 把 (29》 
ЖА. Ох, хз, б, Хы), 就 得 到 了 它 的 标准 形 : 


和 


on 


(i) z? + rjr + ла rji 
(ii) 2zizy + 6xor3 + 213: 


Gii) a}- 4r rst 2шуту- Perre + 326 - блулу + @тъл + 2лал- Srt 


(iv) > 


СЕ 


б) + x 


жт 
jan 


5 i$ 

Gi) Д (та, КЖти=- De 

2. G) 合 而 的 方 阵 集合 有 具 右 入 芭 性 (MASARA AR), eTe 
(к 与 召 合同 , 如 及 与 4 合同 ) ,传递 体 ( 部 车 4 与 召 合同 , 召 与 C 合 癌 , 喇 
ачса). 

Gi) En ЭТЕ А ТЛ ТАНОВА А] -A RAAN 
部 可 分 成 多 少 不 国 的 
2. W.A n И $ 
伍 有 |а'Аа|<Ёа'а, 
任何 秩 为 的 AKIRA 必 有 分 解 台 :4= ГИТ, ГА 
为 了 9 a tA u 

5， 对 ( 实 ) 
В'АВ>0, і 

6. ШАЛ r 89 n B 


Ea DYPT TNA А, 使 对 任 一 靖 维 实 的 列 


Жї х' Аш, ШЕ n ESTR а A, 使 ada<0， 
IFR 6, 使 546=0. 

А. RE STRIS А ET 
вов M1).i8(12), ,| вО) аерма КЫДА ЕТ 
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джау. шн, 当 Pi Y -omiran m: 


(提示 ; 应 用 第 RARI МИС 35 (17. ) 
Т. (SUB f(e) = (en zx ое, m) Ў ашта, RE 


ЖЕЛ 


G) о, i (е) = (О), ЕСА z, 


Ж бл) КЕ, IKK. 
Gi) 4R au =0, а; =0, е а. 5+0, R 


©з (Ет э.) (сз) PAO 


此 к деже турт 
ИҢ 8 RHE i 
4хїй+хї+хї + z2- Arira- dreirs + хуга Arwa- хата 


EHE SARER RA AEE Q). 


9. 4 
м-( 9) 


ЖЭУ, А A.D ЖОГ, 
G) ARARA RG RE BETIERE Q, А5 
PMQ= [A, D+ B'A-1B] 
GD ЯПМА БОИС) ЕЕ, А AIR 
都 是 反对 称 ( 实 ) 方 阵 , 县 存在 非 异 御 Q, H 


A5D.D+BA1B 


Q'AQ= [4, D+ В'А-1В], 


Gi) 对 任何 反对 ЖЛЕ kak О, 使 得 
oar[s (10) Cio) (10 站 


$2 惯性 定律 、 二 次 型 的 分 类 


~. Ежа 
上 节 例 2 的 (21) 式 与 (23) 式 表明 , WAHA RR AERE 
зї. 


换 把 二 次 型 化 成 不 同 的 标准 形 ,然而 标准 形 (21) 与 (23) i К 
之 处 , 邵 它们 的 下 项 个 数 相 局 СЙ АЕ 2 个 )、 贷 项 个 数 棚 问 (都 是 1 
个 )。 这 是 很 必要 的 ,因为 二 次 曲线 或 二 次 咖 而 (的 形状 ) 不 会 因为 
溪 标 系 的 政变 而 改变 ,所 以 对 含有 ?个 实 变量 xxa. x, 的 二 次 
型 也 必须 解决 这 一 问题 : 即 不 论 用 何 种 非 异 坐标 变换 化 $ а рол, 


为 不 同 的 标准 形 ， 其 正 项 个 数 与 负 项 个 数 都 不 会 改变 。 为 了 解决 
这 问题 , 先 证 ， 
ат 设 8 与 6 分 别 是 s 维 与 + 维 实 的 列 向 明 , ;>0, i= 
1,2, 56, 90020, j=1, Z, e,t, HWE 
ВТЕ, ko, es, Ks]B 
= б, 6,6, А19, (1) 


MJ 8= 0, 
{证 明 】 记 8= (61, bz, yb) д= (di, das +, d,), WCL) 
式 化 为 


Укы Уй = 0, 
ë > 


由 假设 名 >0, 1,20, 而 b. 4, 都 是 实数 ,所 以 b=0, i=1, 2,…， 
s. Ml A= 0, 证 毕 。 
定理 2.1 设 A4 是 秩 为 + 的 n 阶 实 对 称 阵 ， 如 果 n 阶 阵 P 与 
ой 
P'AP = [ki, +з, kp, Куу, s —К,, 0, е, 01, 
>20, i=l, 2, e, 
ОАО = Ц, t, las ед t, 6, 0, es 0], 
1020, j=l, 2, =,F 
W p - 4, 
СЕРЫІ 由 假设 可 得 
(Р-У Tkr, о, Ra, st = Krs O, 0, 0JP7I 
= СФ), os ао lr 0,596, 03071, (2) 
JE PLO ШТА, 
348, 


n п 


"f P, “ о, ) 
р-1 ‚ Q= ， 
P; ) ° _( Qz 
别 (2) 式 化 为 _ 
Pliki, +з, KglP1+ Р Кн, бе, = krs 0, ее, 0]Ps 


= Ф, =, АЛОН нн н 0, 0,+е, 0104, 


(8) 
今 先 证 ,Pq。 如 果 pP>9, M] 
(п-р)+а=п-(р-)<п, 
故 齐 次 线性 方程 组 : 
n 
u Qi 
А Р, узо 
DREF: х= д-=0, W 
Qi0=0, 04) 
P26=0， (5) 


ERWE R ó, AR 07, 部 册 (4) 式 与 (57) 式 即 得 
(PY [ki 0, ka]( P16) 

= 00:9) Llani ,Irs 0, =. 01(08), 

由 于 >0, 1,20, {ШЖ 1, Рб=0, 由 此 式 及 (5) 式 即 得 


P16 0 
°= (p= PÍ + = 
Р, ó 0 


Ж УЖЕ, ра. PATEE Apa 证 毕 。 
把 定理 2.1 与 成 二 次 型 的 结论 ,就 是 下 而 的 ， 
,定理 2,1 (Sylvester HSE) 多 为 了 的 实 二 次 型 六 4x 揭 
各 个 标准 形 的 正 项 个 数 , 因而 负 项 个 数 相同 。 也 缉 , 若 两 个 非 异 坐 
标 变换 x= Ру. х= Qz. 使 


» 
Ах) k 
г 


£ а т. 
У к уу LI- D Lj, 
т бее 


КП 


їй к,>0,1,>01, Ј=1, 2,5, r, ШИЙ p= a, 
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称 为 实 二 次 型 允 4x 的 正 惯性 沸 数 ,7 -p 为 x'4x BJ ЫЙ 
指数 ，s=p-(r-p)=2p-r 为 %4x 的 符 Wl Ax Bj $ WE 
形 的 正 项 个 数 碱 去 负 项 个 数 )。 出 定理 2.1 HP, 出 于 + 与 了 岂 
х/Ах 所 瞧 -确定 , 5 也 是 由 x Ax 所 唯 

注意 :定型 2.17 所 说 的 二 次 型 是 实 
x ERR T ЧЗ АА 
阵 , EER 位 各 黑 把 实 
WQ JEFE k, 


> z 
х'Ахя DER У) kyi ki>0,i=1, 2,5,7, 
= a 


-1 21 _ 1. Й 

P=[k 2,6, kp 2, (5ko) aen (=R), 1, esi], 
у= Ра, 

于 是 x= (9P)z ВНЕ 

х'Ах= зз + 


:定律 不 再 成 立 。 


ZË p, 则 必 


yi sin cocosii ‹6) 
DESI Hitt DRAI ҮЕ О, 使 
ОАО = [ds s dp, -aotb 0, 0,56, 0], 

di>0, 1=1, 2,0, +, 


КДА , i | 
ЕКЕ=0[4?,4;2, ‚42,1 
则 显然 有 
К'АК=[1,++,1, 1， 一 0 0 
= 13, =н, 01, (7) 
DALEY 证 毕 。 


Ues —1,-ь,0] 


推论 2 型 x*Ax 与 WBy 有 相同 的 牧 r 与 正己 性 指 
Жр, WD (EE 


(8) 
GERI ИШӘ, ЛЕК 
R'AR= 1, —1,›, 0], 
S'BS= Up, —1,-5, 0], 
= 0-85, 网 948=B, 于 是 x= Оу 便 (8) 式 成 立 。 还 毕 。 
#R х'Ах 与 By TAER, R7 主 等 价 的 ， 如 果 存 在 非 
ЖЛЕ x= Qu ША (8). 
推论 2 ШАЯН. MARTRE RRR 
它们 有 相同 芍 秩 与 正 惯性 指数 。 


二 、( 实 ) 二 次 型 的 分 类 

如 采 把 记 有 等 价 KEHA RJA GERE NIRS 
HZA OAI— I, MAER). aa p ER 
个 二 次 型 必定 等 价 (可 以 互 化 )， 而 不 同类 中 的 任意 两 个 二 次 型 次 
不 等 价 , 故 市 上 段 的 讨论 可 若 ， пса r 与 正 惯性 指数 了 完全 


决定 了 二 次 再 的 分 类 。 子 是 可 分 成 三 大 类 ， 
G) paran, х= 09, 使 
х'Ах= ае, Реп, (9) 
或 者 ， 
„0 
Q'AQ= (7 00 )- П,, 0], геп, (10) 


JERK x! Ax 为 半 正 定 (或 非 负 定 ) 二 次 型 , Пр A JEE ЖЕ (ЧЕЙ 
定 ) 阵 。 
Ë p=r=n, Hl x= Q, 使 
х/Ах = А+ ад, (1) 
或 者 
Q'AQ=L, G2) 
此 时 称 x/Ax 为 正定 二 次 型 ,而 称 和 4 为 正定 陈 ， 
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Gi) p=0, ген, B) x= Q, 从 


Ы ЕА (13) 
Q'AQ=[-L,, 01, r<n, (м) 


此 时 称 x4x 为 半 负 定 二 次 型 , 而 称 4 为 半 负 定 阵 。 

4 ren H, Ах 为 负 定 二 次 型 , 而 称 和 4 为 负 定 阵 。 

(ш) 0<p<r=<n, 即 x'4x 的 规范 形 是 

+ Tab spa 75 T 9 = Ах), теп, (15) 

此 时 称 x" Ax 为 不 定 二 次 型 ,而 ARER. 

容易 看 出 , 如果 x’Ax 是 负 定 二 次 型 , 则 x“( — А)х EEE 
WU, Ж х'Ах 是 半 负 定 二 次 型 , 则 x'(-4)x 是 半 正 定 二 次 
型 ,所 以 只 更 讨论 正定 二 次 型 、 灶 正定 二 次 型 、 不 定 二 次 型 这 三 类 
二 次 型 就 本 以 了 。 而 本 章 以 下 只 讨论 应 用 最 多 的 前 两 种 类 型 的 二 
次 型 。 


= = 


1. УР. 站 进行 分 类 ， 
G) 4z mm Ўлат бо sas 
Gi) 4z? -2r,73 + 672 -87 


Gid Èe штен 
六. 


Gv) я; 


型 的 又 积 的 充 要 条 什 是 ， 
Ах ВРІ. 


证 : vAr WE R tE 
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数 不 大 于 p, 而 负 B] 
5. ШАЯ п MRAR КУД На КЕЙЙН is qta Ж. 


53 正定 至 次 型 与 正定 阵 


正定 二 次 还 在 二 次 型 理 论 中 ， 正 定 阵 在 矩阵 论 中 占有 特殊 重 
要 的 位 置 ,本 节 将 详细 讨论 它们 的 一 些 基本 性 质 。 
定理 3,1 IKE vAr 是 正定 (二 次 型 ) 的 充 要 条 件 是 ,对 任 
рп ЕЗТНЕ х, 必 有 x' 4x>0。 
【证 明 ] 必要 性 。 出 假设 xA 是 正定 二 次 型 ， 帮 存在 实 的 
ЧЕЛА x= Qu, у= (и, Vass W) ,使 
х'Ах= йй +++. G) 
对 xs0, ОЗЕ, Ж изе0, 于 是 由 (1) 可 知 ,x/Ax>0。 
充分 作 ， 设 Ах 的 秩 与 正 惯性 指数 分 别 为 7 jp, 先 证 r= 
P ре, ПОА Е, РЕР ЯЛЕ ВЧ, х= Оз, 使 
х/Ах = ъан 00, (2) 
ВВ, AHER x0, х/Ах > 0, {ВЕ 
х= 000. =, 0,1, 0,--, 0380 
(HO EERE, 1 是 x 的 第 p+1 个 分 景 ). 却 有 
х'Ах= -1<0. 
НАНА, гер, Е ген, ШЖ г< п, 则 (2) 式 应 化 
为 


х'Ах = tut HY РН, (3) 
TAK 
x=Q(0, =, 0, 1X50. 
WOHE х”Ах= 0, 又 与 假设 相 矛 盾 , Реп р, Ix’ Ах RIE 
定 二 次 型 。 шын, 
Т 设 4 与 B 都 是 正定 阵 , 则 A+ В 也 是 正定 阵 。 
DENI 因 扫 与 B 均 正定 , 故 出 定理 3.1 的 必要 条 件 可 知 ,对 
ЖЩ х0, 必 有 x’Ax>0,x/Bx>0, 所 以 
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ХКА + B)x= xAx+x' Bx >, 
显然 + 了 也 是 实 对 称 阵 , 于 足 出 定 项 3.1 的 充分 条 件 可 知 , A+ В 
REH. 证 毕 。 
例 2 БАШ, РЕЯ, M P'AP 岂 是 正定 
в. 
【证明 】 HA ARKAIKE, i PAP 显然 也 是 实 对 你 阵 。 
又 对 任何 实 的 列 向 量 x 关 0, 由 于 Pxs0( 因 了 是 非 异 陈 ), 故 
x(P'AP)x=(PxYA(Px)>0, 
即 P'AP 是 正定 阵 。 wH, 
定理 3.2 n PRR А ДЕЛЕ ЩИ EERIE, А 的 特征 
fk pm, 
【证 明 】 由 定理 1.1, 存在 正 交 坐标 变换 x= Ov, 使 
х'Ах = Муй + Май + +, (4) 
ЯЕ. ХЕ х0. Ш у= Охо, ШШ ИЕ А > 0, i= 1, 
2, n, Н (4) ИФ х'Ах >0, 于 是 用 定理 8,1, х'Ах 是 正 
定 二 次 型 , HD А ЕЛЯ. 
必要 性 。 若 A 是 正定 阵 ， 则 由 定 恕 3.1， 对 任何 x 关 0, MiA 
x/hx >0， 于 是 只 要 有 一 个 和 ， 例 如 和 <<0, MARERE x= 
0(1,0,.-,0)/, 而 x'4Ax= 和 <0， 这 是 矛盾 的 ,所 以 入 ,ha，…， 
k 企 火 于 灾 。 证 毕 。 
SDNL 2 与 定理 3.2 的 证 明说 明 , 在 论证 对 称 阵 是 否 正定 阵 
时 ， 可 以 肌 它 相应 的 二 次 型 来 推导 ， 而 不 必 拘泥 于 用 纯 算 阵 的 方 
法 ,以 用 何 种 方法 最 简捷 为 准 。 
383.3 PAn MERR M 
G) 4= B/B, 而 8 是 非 异 降 ， (5) 
(й) 4=RR， 而 有 是 主 对 角 元 全 大 于 零 的 上 三 角 阵 ， (8) 
你 (6) 式 为 4 的 Cholesky 2 82, 
Gü) A 的 所有 主子 式 全 大 于 零 ， 
[证 明 ] AX AREE, KEENE O, 使 
Ф'АО =1,, 
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于 是 
А=(07)97'= ВВ, 

Ж В= Q-! 是 非 异 阵 。 这 证 明了 G), 

FEGI), НАЕ BH QR 分解; B= QR, 其 中 & 是 正 交 阵 ， 
R 基 主 对 角 元 全 大 于 零 的 上 三 角 阵 , 故 

A= В'В= R'Q'QR = RR, 

дч), Hi (i) 及 Cauchy-Binet 公式 可 知 , 对 入 的 任何 外 

METR Ikan, BAFA: 
на) 
Ирей 


Шү 2 y = У 
ilete) ааа 
ATH 


= y R 
с» | (227 Ji 


2 
+606220), (7) 


РИА 

因为 R 是 非 异 上 三 角 阵 , 故 a гше каян, жив 
П? 

(ORMA 


1 |>, I<h<h<…<iu<n。 ER 


TATBERTE, 

这 由 定理 3.3 的 (年 ) 可 知 是 显然 的 。 挫 论 1 主要 用 于 判定 某 
坚实 对 称 阵 不 是 正定 阵 。 例如， 主 对 角 元 有 非 正 数 的 对 称 阵 必 不 

推论 2 设 4 是 正定 阵 ， 则 4 的 元 素 的 绝对 值 最 大 者 必 是 E 
对 角 元 。 

DEWI PE lao] RA, i 到 j， 则 ја, Sanas. 而 由 定理 
3.3 的 (这 ) 可 知 


за 149 ay! 


ants laaj >0, 


yj аз 
ИВ 1awj?< qedys， 此 为 予 古 , 故 妇 中 元 素 的 绝对 值 最 大 者 必 是 
.355 。 


主 对 角 元 ， їр, 

推论 2 主要 也 是 用 于 判定 其 些 实 对 称 阵 不 是 正定 阵 ， 央 为 只 
要 有 -个 非 主 对 元 的 绝对 值 不 小 于 主 对 角 元 的 最 大 者 ， 则 这 个 实 
对 称 阵 必 不 是 正定 阵 。 

定理 3.4 只 归于 阶 实 对 称 降 4 满足 下 列 条 件 中 的 任意 一 
+: 

G) A= ВВ, W B Jš m xn 列 满 秩 阵 ， 

Gi) А k WET ЖИА ЕЕ. k= l,2, =, т, WA 

DEWI 内 人 成 立 , 故 

х'Ах = х'В'Вх = (Вх)'( Bx), (8) 

#1 xse 0, 77 Вх-=0, [Ң{# Вх= 0= В-0, ДШИ ВЛЕЕ, 
ТЛИ ЛЕ ИНК, М х= 0, MAZE. h (8) RUA 
Вх 0 pjg x Ax> 0, HER 3.1, А 是 正定 阵 。 

再 证 (ii)。 设 4 的 特征 多 项 式 是 

А, A] = 和 -GT 一 nl АЯ С lya, (9) 
则 由 第 五 章 定理 , a, 是 4 的 所 有 关 阶 主子 式 之 和 , 故 由 假设 ，ox> 
б,К=1,2.+е, п, 幸 是 入 的 特征 值 全 不 为 零 〔 否 则 会 产生 ou= 
J41= 0 的 放 居 六 又 4 的 任 一 特征 估 不 能 小 于 零 。 因 如 不 然 , = 
-cc>0, 出 由 (9) 式 ， 

9= | -chA = (1) (с trac lt + ap 10 t 0 ), 
ТРЕСЕ с>0, as>0, =1, 2,,…, MENFE. 
所 以 4 的 特征 值 全 大 寺 零 ,出 定理 3.2, А 是 正定 阵 。 证 毕 . 

定理 3.5 如果” ЙАА рп ДУШЕ ЕР RAR + 
FENA ДЕЕ, 

СЕЛ 对 用 归 纲 法 , 当 #= 1 时， 定理 显然 正确 。 今 把 4 


如 下 分 块 : 
©) 
а! аы 


ТӨ А. ë n—1 只 顺序 主 字 陈 , 故 由 $1 引 理 1, ЕЗЕРО, 


+256. 


使 " 
Q'AQ=TA,-., а — А а], 
MW Ani noi ЕЗЕН AN- 1 个 顺 凤 主子 式 ， 
它们 全 大 于 堆 , 故 由 归纳 法 优 设 ,4,-! 是 正定 阵 , 于 是 存在 一 1 阶 
ERRE О, IË ОГА, 20:= 1, u, а R= ОГО, 17, N 
R'AR= (02, 1}/ГА, л, а„—в'А;!в1[ГО‹, 11 
=i RJ, (10) 

其 中 下 = в -а'Ад а, 由 行列 式 的 第 一 降 阶 定型 ,k= 于 ||-， 
ER ГАГ>0, [А,1120, Wk>0, Я B S=RU, ri]， 
则 S ЗРЯ, B (10) 式 可 政 写 为 ，S/AS= Ti。 所 以 A 是 正定 
阵 。 证 毕 。 

例 3 正定 隆 4 的 任何 主子 阵 必 是 正定 阵 。 

new жаШ кж ERAN ETR, 岗 它 也 是 
IAR BER АЗЕ АВА АО К ЗЕД, ME 
型 3.3 B ан), ПИРАТ, RHEN 3.5, А (е 3 
в. а, 

例 4 жа>0, Ва HH, 1-1,2, п, п 

1 м 

A=| | BEERE, 

[证 明 ] АДЕ, ХАНЕ КН ЕР 
是 | lra 1<h<<n, 这 个 行列 式 是 Cauchy 行列 式 , 它 应 是 : 


la +a; | 
1 II (а-а) 
тага. 


末了 п 
|w +G кх П Catas) 
ж 


《参阅 第 二 章 选 做 题 第 8 题 ). 所 以 由 定理 3.5,A 必 是 正定 阵 . 证 毕 。 
注意 ; 定理 3.3、 定 理 3.4 与 定理 3.5 的 任何 一 个 都 可 作为 状 

断 实 对 称 阵 是 耕 正 定 阵 的 充分 必要 从 件 , 这 里 把 它 分 开 ,是 为 了 要 
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>0 


在 较 弱 条 件 下 ,得 到 较 强 的 结果 。 
КЛИШЕ 2 中 给 出 判断 对 称 隆 是 下 定 阵 的 另 一 完 分 条 件 。 


习 题 
ШЕРҮҮ; :只 各 方 陈 者 是 正定 隆 。 
(i) adjAladjA дА 
Gi) A (k A 
Gii) 14000), 
Gv) B'AB(B 22 nxm В)» 


个 元 分 大 的 正 数 N, АЛКА E EBE, 


1,0 
аео Ае Р( O Boh PS Qan 


与 Q'Q КЕХА УТЫНЫН, 
r( LA) = r (A), (44) = r (A), 


хт, Ап ЕЖЕ R uE, 
r(B'AB)= (B). 

Е AJ212822 

АЙГЕРА. 


称许 也是 正定 阵 的 充 


EE, А 的 AFE 


于 条 御 是 , A= UD", MUZEAL 


;证 明 雇 下 站 条 古 等 价 的 ， 


EEH. Өш 


$4 半 正 定 二 次 型 .正定 二 次 型 
(正定 阵 ) 的 应 用 


一 、 二 次 名 是 半 正 定 的 充分 或 必要 条 件 
由 于 本 段 前 两 个 定理 的 证 明 与 83 前 两 个 定理 的 证 法 相同 , 故 
只 到 出 结论 而 路 去 其 证 明 。 
定理 4.1 实 二 次 独 是 半 正 定 的 充 要 条 件 是 ， 对 任何 * 维 实 
RAHE х, HA x Ax2>0, 
定理 4.2 实 对 称 阵 4 是 半 正 定 阵 的 充 要 条 件 是 ， 人 妈 的 任何 
特征 信 都 是 非 负 数 。 
定理 4.3 实 对 称 阵 4 是 秩 为 了 的 半 正 定 阵 的 充 亦 条件 是 ， 
在 在 rxn 行 满 秩 阵 B, 使 
А= В'В, (1) 
了 征明】 如 存在 rxm 行 满 秋 阵 了 使 成 立 (1) R, 则 对 任何 
维 实 的 列 向 量 x, 恒 有 
х/ Ах = (Bx}(Bx)>0, 
故 由 定理 4.1, А 是 半 正 定 阵 , 且 
(Ау=г(В'Ву=т(В)=т, 
反之 ,如 果 妇 是 秩 为 > 的 半 正 定 阵 , 则 存在 非 异 降 Р, 使 得 


1,0 
A= P Р-!, 2 
(а 0 (2) 


ЇЕ РУ 如 下 分 块 ， 


r-e) 
c 
则 B 是 rxn 行 满 秩 阵 , 且 (2) 式 化 为 


pr e F VB) в А 
А= (В, С) 0 с В'В, ЕЁ, 


如 果 把 定理 4.3 中 的 nxr 列 满 秩 阵 B 按 它 的 列 分 块 : B= 
359 - 


«ЖА, Bos +, Be), 则 Bis В, 7, 及 线性 无 关 , 且 由 (1) 式 显然 可 得 

推论 ”和 铁 为 了 的 半 正 定 阵 必 可 分 解 为 了 个 秩 为 1 的 半 正 定 阵 
之 和 , 即 ， 

А= ВВ+ Behati BR, (8) 

Hep Bas Aes o, В, 是 线性 无 关 的 n 维 实 的 列 向 量 。 

定理 4.4 Ш ИЗА BJ ЕН k Wr ЕРЕ HE ЧЕ 
负数 ,k=1, 2,…,n, 则 4 是 半 正 定 阵 ， 

出 于 证 法 与 定理 3.4 的 (和 ) 的 证 盟 相 同 , 故 从 略 . 

注意 :不 能 把 定理 3.5 的 条 件 相 应 地 搬 过 来 ， 也 就 是 , 即使 实 
对 称 阵 4 的 所 有 顺序 主子 式 全 是 非 负数 ，A 也 未 必 是 半 正 定 阵 。 


例如 ， 
人 °) 
A= 
0-1 


ПОВЕО 主子 式 4, 4 全 是 非 负数 ; A= 4 = 0， 但 对 向 量 x= 
(0,0), 60, x'Ax= —b2<0, 故 出 定理 4.1，A 必 不 是 半 正 定 
Шш. 

定理 4.5 n 阶 实 对 称 降 A4 是 六 正定 阵 的 沈 要 条 件 起, 4 的 所 
有 主子 式 爹 是 非 负数 ， 

DU WEARY 的 半 正 定 隆 ， 则 出 定理 4.3, A= 
B'B， 诉 B 是 +xn 行 满 秩 阵 ， 于 是 与 定理 3.3 [д (їн) 的 证 法 相 
W TERARI- EERDER NI 

反之 ,如 果实 对 称 降 4 的 所 有 主子 式 都 是 非 负数 , 则 及 的 所 有 
式 之 和 也 是 非 负 数 ,天 = l 2，…, n. 放出 定理 4.4, À Jë 
不 难看 出 ,定理 4.5 的 充分 条 件 比 定理 4.4 的 条 件 要 强 些 , 故 
运用 定理 4.4 的 森 件 可 能 更 好 些 (灵活 性 大 些 )。 


=. Schur 定 现 及 其 应 用 

WE A= (Gu) В = (буу, Їй А*В = (Gb), АВ 
为 4 与 了 的 Hadamard RIR (或 Schur RA) (人 参阅 第 三 章 选 做 题 
+360, 


第 15 题 )。 
定理 4.6(Schur) 设 4 与 3 都 是 m 阶 半 正 定 阵 ， 则 4*B 也 
是 半 正 定 阵 。 当 4 与 引 都 是 正定 阵 时 , 则 A*B 也 是 正定 阵 。 
DEWI 设 有 的 秩 为 ">， 则 出 定理 4.3， 存 在 еи WREE 
С, В= 00, 1E G! = (д) В = (бл, 则 可 得 


А 
bu = gagas is j=1, 2, =, n, a) 
PXS Оа, Azs 知 )， 则 二 次 型 
х'(А+*В)х= ў Xsbisxs 
I 
в 5 
= 2 ланди 


Ija k 


S ададн). (5) 


Pl 


=X 


J 
r 
f 
记 

PP =xga,l=1,2,., ny k=1,2, =r, (6) 


则 (5) 式 可 化 为 


(4rBOx= ИЫ, е, Y АС, а, 999 y 
р 


1 


- улу, @ 
其 中 
Yas WP p, U Y, kml, Bym (8) 


由 于 4 是 半 正 定 阵 ， 故 由 定理 4.1,У АУ„:>0,К=1,2,.+,г,} 1 
以 由 (7?) 式 可 知 , (Аж В )х0, A+B 显然 也 是 实 对 称 阵 ， 故 由 定 
ЖЕ 4.1, АжВ 是 半 正 定 阵 。 
ФА АРВ ЖЕРЕН, H B Mj ЕЖЕН, к=п 《定理 3.3 
WGN, 故 (7) 式 应 改写 成 ， 
x'(AsB)x= Хуа, 09) 
又 出 (6) 式 与 (8) 式 可 得 
*361 。 


X911 X1912 с” Ха 
(Y,,Y,, =, У) = X28921 22922 ` Хаа 
Хада Xngn2 Mngon 
= [Xs у x,JG', (10) 
EAC 是 非 异 阵 , 故 由 《10) 式 显然 可 知 , 当 х-е0 B$, п СҮ), 
Yo s zw) 中 至 少 有 某 一 列 , 例如 Ү,, 不 等 于 零 ,1<s<n, 又 由 假 
设 4 是 正定 阵 , HYAY, >0, 所 以 由 (9) 式 可 知 ,x 人 《A*B)x>0， 
于 是 由 定 埋 3,1, AB 是 正定 阵 。 证 毕 。 
WEEDE) 设 4=《awy)。xs 是 正定 阵 ， 则 对 任何 正 整数 
куп; 


k ak o ak 
ай ар ам 


ар а. ~ аһ 


Сай) о = КТИ 
ак ай; 
必 是 正定 阵 。 
ПЕШ] 因为 
_— K+ __ 
(ab), = Саз жанаша» 
故 由 Schur 定理 及 归纳 法 即 得 证 。 证 毕 。 
例 1 из (туу) «жшн з 例 作 ,所 以 出 流失 
论 , 方 阵 
1 1 КА 1 ] 
Э EJ (п+ 1) 
1 1 ЕЩ 1 
( арх ), 3° : ra | 
1 1 1 | 
\ nti) (n+ (п) 
是 正定 阵 。 


最 后 举 一 个 综合 运用 Schur 定理 的 例子 

2 没 ? 阶 实 方 阵 和 的 二 个 特征 值 4，)z，…，)》 是 全 不 
相同 的 负 实 数 ，C 是 负 定 阵 , 则 必 存 在 # 阶 正定 阵 B， 使 4B+ 
BA’ = С, 

【证 明 】 由 假设 入 <0,1=1,2,…, Kh ААО, 1, j= 
1,2,+е,п, 因而 存在 n 阶 实 对 称 阵 B， 使 得 4B + B4'=C( 见 
第 六 章 选 做 题 第 20 题 )。 又 由 假设 M, М, ++, А, 全 不 相同 , ЖШ 
AEAEE 2.1 的 推论 2, 必 存 在 非 异 阵 P, 使 PAP-!= ГА, №, 
ery А], K AB + BA’=C 可 化 为 ， 

ГА, А, 6, АЈРВР/) + (PBP Oh, №, t, А] 
= PCP”, (11) 
记 
PBP’ = Ву, РСР'= СВ; = (bes)oxny Ci = (су, Yarns 
Суи. 
СОА, Jaxa = (Cit Jaxne 


故 由 上 式 可 得 
= ,je 
тув CREY? i, j=l, 2, e,n (12) 


И, CE АЕ, К C, а АЕ, ЇЇ – СЛЕ 6, 又 记 
1 
= (EFE daa 
MA -Мм>0,Ф=1,2,+-,п, }Д 93 例 4 可 知 ,F 是 正定 阵 。 由 
于 (12) 式 可 写成 ， 
Bi=(-01)sF, 
所 以 由 Schur А, В, WEER., БИШ B = P-1Bi(P-1) 也 是 
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例 3 设 4 是 ?= 阶 正定 阵 ， 实 向 量 “= (cr со, …， Cay 是 二 
x)= CTE TERTE DE Зану -2 z b,x, (13) 
的 航 值 点 , 则 a 必 是 fx) 的 极 小 点 , Н. a= А-6, HRe Са), 下 
Ak b= (bi, bry ey bo) 
DEWI 证 法 一 。 由 假设 = (ci, cs, e, Ca) 是 jx) 的 航 
值 点 , 故 


2. 9 BISI B man 
也 即 
$ ; 
(бал, -®)] =0, ї,ў=1,2,+е,п, 
上 式 即 
Aa=b, (му 


ФЕ а КЕЎ aty ЮК Сх) ЧЕР, 此 处 y= (л, …， 
9.) +0, [n] Kes i=l, 2, «н, 因为 (13) 式 可 以 改写 为 ， 
1(ху= х!Ах- 2b'x 
ik 
Ка+у)– Ка) = (а+ууА(а+у) – 2b (a+ у) 
+2b'a- Аа, 
ИСО ККА ER, ЛИЯ, LT у 
Ка+у)- Ка) = уАу, 
由 假设 4 是 正定 阵 , 00, у'Ау>0, Hie Кажу) - Ка)>0, 
这 说 明 a 是 x) 的 极 小 点 。 且 由 (14) 显然 可 得 ，a= А-Ы, ИЦ 
《15) 式 ,jx) 的 极 小 值 Kx) 应 是 
Ка)= -ba= -b Atb, 
Ш ЗНАО КЭК Й, ШШЕ — ЙО P 16 BE Ë 
示 , 可 把 作 x) 改 写成 ， 
Кх) = (х- А-'ЬуА(х- A-1b)— b'A-1p (15) 
ШЖ АЖЕ И, K (x— АЗЪУА(х- А-'ф);®0, 而 当 且 仪 当 
+ 364 


x* 一 A“b=0 时 ,等 号 才 成 立 ， 故 化 X) 当 x= A" bib, B. 
JCA-1b)= 一 ADb。 
虽然 证 法 二 要 简捷 得 多 ,但 (15) 式 的 建立 却 非 唾 手 可 得 的 ,而 
混在 证 法 一 的 基础 上 才 比 较 自然 地 建立 起 来 。 
下 面 继续 把 正定 阵 的 理论 用 在 行列 式 论 上 ，、 
例 4 设 B 是 非 异 实 对 称 降 ,C 是 反对 称 实 方 阵 , 且 BC = CB， 
求证 :B+C 必 是 非 异 阵 。 
【证 明 】 对 任何 非 零 列 向 量 x, 由 于 
Х'(В+Су(в+Сух=х'ВВ/х+х'СС'х 
+x'(CB' + ВС” ух, (16) 
再 由 假设 ,B 是 对 称 阵 ,C 是 反对 称 阵 ,以 及 BC= СВ, 1k 
CB'+BC'=CB-BC=0, 
又 因 B 是 非 异 阵 , KBB 是 正定 阵 ， 即 x'BBM>0。 又 CC' JÉ 
正定 阵 , Ш С/х 0, 故 (16) 式 应 是 


x(B+CXB+CYx>0, 
P(B +C)XB +C) 是 正定 阵 ,于 是 |B8+Cj?>0, 因此 了 B+C 是 
AE BF, 证 毕 。 
例 5 设 
Ап Åp e А, 
A| й с” As. (17) 
\А Аа А„ 
HEE, An 均 是 方 阵 ( 末 必 同 阶 ),i=1,2,…，s, ШИЮ: 
[Alg An] | Az] ei Asl {18) 


而 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ,Ais =0, i 了 jy i, j=l, 2 S, 
I 证 明 ] 对 s 用 办 纳 法 。 当 s=1, 结论 显然 正确 ， 今 把 分 所 


阵 (17) 写 成 ， 
A [Au В 
(r o) 


其 中 
+365. 


Аз + А, 
D={ зе |, Ве (Ар, Аз, +, А), 


A. = A, 
ВА. Ж А ИРЕ ЕТИ, ЖЕТЕ E ESE НЕС 自然 是 非 异 阵 ), HSI 
的 引 理 1, FEIER P, 使 

P'AP ={А,,р-В'А!В], 
团 为 P'AP 也 是 正定 阵 , 而 Р—В'А В РЕ, Hi 83 
例 3 可知, 也- B'ATB 也 是 正定 阵 。 又 Ап! 是 正定 阵 , 故 当 B+ 0 
В, ВАЛІВ 是 半 正 定 阵 。 于 是 当 了 Bs0 时 ， 
|D] = (р- В'АВ) + B'AGB] 
>[р- В'АрВ |+ |В'АШВ | (19у 

《因为 正定 阵 加 非 零 半 正 定 阵 的 行列 式 大 于 这 两 个 方 阵 各 自 的 行 
列 式 之 和 ， 作 为 习题 , 见 本 节 习 题 第 7 题 )，(19) 式 还 可 写成 ， 


ID|>|D-B'AGB| , (20у 
于 是 对 任意 的 В, 由 行列 式 的 第 一 降 阶 定理 以 及 (20) 式 即 得 

[A!=|Aul1D-B’AnB|<|AnllD1, (21) 
而 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 = (AnA) О, Ж НН ЕИ, 
[DIS] Azz] АТА. (22) 
而 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 Аи 0, іа, i, ]=52,3,+-,5, 所 以 

由 (21) 式 与 (22) 式 即 得 本 例 要 证 的 结论 。 证 毕 。 

3 S 


L 设 4 与 是 半 正 定 阵 , 求证 ,4+ B ERREZE. WRAS BEA 
一 个 是 正定 陈 , 则 4+ 寻 也 是 正定 阵 ， 

2. 设 A 是 4 阶 实 对 称 阵 , 且 | 41<0， 则 必 存 在 维 实 的 列 向 量 a0, 
使 er4a<0， 

2 RESTAN ndia- (P z, ) 是 半 正定 二 次 型 

4. ik а>0, B о, ERAR i=l 2, …， п, ЖЕ Е 

1 
(целу). 

是 正定 阵 。 
. 366. 


5.、 设 4 是非 零 的 半 正 定 阵 ,有 求证，tr4>0. 

6. 设 4 是 秩 为 + Mn 阶 实 对 称 阵 ， 求 证 ! 4 是 等 等 阵 的 充 要 条 件 是 : 
A= В(В'Ву-1В', Ti ВЕ ях r 列 满 秩 阵 。 

T. 设 4 是 正定 阵 , 召 是 半 正 定 阵 , 且 А0, 求证 : A+B >JA +В}, 
{ 提 示 : 把 4 合同 于 单位 阵 ; P'AP=I, 然后 证 明 17+ РВР 大 于 


П\+\РВР\,„) 
8. @ A= (0), BERR, ЖЕ, 
1А|< ааш а, 
而 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ,at 0, j, i [=1,2,.-,п, 
9， 村 计 下 面 行列 式 的 界限 ， 
(i) (Hadamard) 设 A= (а). 是 任意 实 方 阵 ,求证 ; 


мад Ray. 


Gi) RE 


(参阅 第 七 章 选 铸 题 第 12 ER 
(提示 : 先 证 (入 。 当 .4 是 吞 异 隆 时 ， 不 等 式 显然 成 立 。 当 上 4 是 非 界 阵 时 ，4.4 
是 正定 阵 , 应 用 第 8 НОТР BD88 G), BODEG). ) 

10. 变 A= (61... ЖЗ, 

G) 如 果 A= (B,C) 是 4 的 任意 1x2 分 块 阵 , 求 证 ， 

14'А\<1ВВ|.\С'С\, 

(ну 求证 ， GESi F au (Hadamard 不 等 式 的 推广 )。 

11. ФИ, Ri: ORAR Рг) =z'Az-2b' + с ЙИҢ ЛМЕ 
Жс-6'А-1, 
- 12, АДАД Ж f(z) = а 2'r + о 的 航 大 点 与 极 大 值 。 


$5 Hermite 型 (概述 ) 


由 于 应 用 上 的 需要 ， 前 四 节 讨 论 的 都 是 实 二 次 型 。 本 节 将 对 
,361 ， 


复 二 次 型 Ax 作 概要 的 叙述 ,这 里 4 是 n 阶 复方 隆 ， 而 x Еп E 
复 的 列 向 量 D， 称 4 为 %4x 的 系数 矩阵 。 由 于 复方 陈 4 必 有 唯 
一 分 解 式 : 


A=Hi+ МЕН, а) 
ТН, = AZ, Н,= 1i 都 是 Hermite 阵 ， 故 由 (1) 式 可 


得 ， 

Ж Ах=х'Нух + / Нух, 
所 以 下 面 主 要 讨论 xX/Hx 形状 的 二 次 型 ， 其 中 H J Hermite 阵 
СН’ =H), # х/Нх X Hermite 更. 当量 是 实 方 阵 ,x 是 实 向 量 时 ， 
Hermite 型 就 是 实 二 次 型 ,所 以 它 也 是 实 二 次 型 的 推广 。 

易 知 本 章 前 四 节 关 于 实 二 次 型 与 实 对 称 阵 的 一 切 结论 与 证 明 
方法 几乎 可 以 相应 地 报到 Hermite 型 与 Hermite 阵 上 来 ， 所 以 我 
们 只 手 述 相应 的 主要 结论 ,而 不 再 证 明 它 们 。 

Ж A Ж Hermite BË, h FAHER n RRRA xx Ax 总 是 
实数 , 故 引进 

定义 Pr Hermite I х/ Ax ЭТЕ ХЕЙ СПЕ е Hermite #9), Яд 
果 对 任何 ? 维 复 的 列 向 量 x 关 0, 恒 有 罗 4x> 0。 相 应 地 , 称 4 为 正 
定 Hermite 阵 。 

定理 5.1 Hermite 阵 是 正定 的 充 要 条 件 是 ,A 的 特征 值 全 大 


FF. 
定理 5.2 设 4 是 正定 Hermite 阵 , 则 必 
G) A= BB, M B ERRADH 
Gi) A= R, 而 是 复 的 非 异 上 三 角 阵 ; 
Gii) А 的 所 有 主子 式 全 大 于 零 。 
定理 5.3 MR n 阶 Hermite 阵 满足 下 列 条 件 中 的 任意 一 
个 : 
G) А=В'В, W BRRR RS 
GD AR na 个 顺序 主子 式 全 大 于 零 。 则 4 必 是 正定 Hermite 


O 不 讨论 形 如 X'4Y 的 二 次 型 , 其 中 人 是 复方 阵 , х ЯВ, 
„868. 


Я 

定理 5.4 正定 Hermite 阵 4 的 实 部 (矩阵 ) 必 是 ( 实 对 称 ) E 
定 阵 。 

ПЕНІ 设 4=3B+w=-ic 是 4 的 分 解 式 ,其 中 卫 与 C 分 别 
是 4 的 ( 实 部 ) 矩 阵 与 ( 虚 部 ) Ж. ШШК АДЕ Hermite BE. В 
是 实 对 称 阵 (C 是 反对 称 阵 )、 又 内 假 设 4 是 正定 Hermite BE, С 
对 任何 n ERRIRE A0, 恒 有 

#'Аз= (В +\/-1С)уг>0, (2) 
FRIR z 为 任 一 非 零 实 向 量 x, 则 (2) 式 化 为 
х'Ах = х/'Вх+ MV 1 x’Cx=x Bx>0, 

所 以 了 3 是 正定 阵 。 证 毕 。 

定理 5.4 的 推广 见 之 于 本 节 习 题 第 3 题 。 


习 а 
1. 设 4 是 Hermite 阵 , RE: IE- n УИА a, Aa 必 是 实 
m. 
2. PEREZ Hermite 降 的 定义 及 有 头 的 结论 。 
3. (Taussky) 没 B 呈 正定 Hermite 阵 4 的 实 部 ( 短 阵 ), 求 证 ，| 卫 > 
二 - 秆 ,而 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ,4 为 ( 实 ) 正 定 阵 。 
4. 设 4= (a)na EEZ Hermite 阵 ,和 是 任 一 正 整 数 ,求证 , (03 ;nx 
REX Hermite BË, 


56 双 线 性 型 (简介 ) 
ЖЕ Ху, Xos ө, Хау, Yas ts 萝 为 两 组 实 变数 ， 入 = (ay)mx 
ARAB BE. ха (ху, хз, е, Xm) s у= (D Ves ts WY s 称 
Кх, у) = бр, е, Xm a E = Ў Залха = Ay 
H Xis t, Жый, тт Wa ОЙ X, DARRER, ПА ЗЕ ЖЖ 


Ж, 
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щ man, 和 是 实 对 称 阵 时 、 0302 ахз = x! Ау 为 对 称 双 
线性 型 ; 当 т=п, 4 是 反对 称 ( 实 ) 阵 时 , 称 x/Ay ЭБЗЕ Е 


到 常 的 (对 称 ) 二 次 型 的 推广 ， 但 须 注意 , BJ 
; CAY 却 不 能 像 通 常 的 实 二 次 型 那样 看 作对 称 
REN, Б Эи хул, хул, 所 以 它 要 上 比 实 二 次 型 复杂 一 些 。 


对 一 般 前 双 线 性 型 , x/Ay= È За, WHR ТА ЖАР 


Аз = 2'(Р' АО УУУ, 


0 
可 找到 非 异 阵 P t Q, fk P'AQ= (о 路 


ШЖ А Ут, К 
于 是 可 得 

命题 必 存 在 韭 异 坐标 变换 x= PZ, y= QW , 使 

X Ау = ZIW, + ZW. + ее ДР у 

此 处 z= (а, Z =, „у, W = (эл, Was teg W) o РАЙ, 

Ж ” 阶 实 对 称 阵 4 的 秩 与 正 惯性 指数 分 别 是 了 与 p， 则 由 82 
《7) 式 显然 可 得 

命题 2 设 闪 4 是 对 称 双 线性 型 ， 则 必 存 在 非 异 坐标 变换 
x= Pz, у= PW, 使 

x! Ау = дүй + Уз + + ZWp Драву 
此 处 z= (а, ж, се, Za)’, W = (эу, уз, с, Wa), 

由 第 七 章 定 理 2.2 还 显然 可 得 

定理 6.1 设 %49 是 对 称 双 线性 型 , 则 必 存 在 正 交 举 标 变换 
х= Qz, у= QW, (š 

х Ау = MWy + Kwa Za + + + hp Wr 

ЖОР О RIER RE, r Ж ARER, М, М, …，》 是 和 的 非 堆 特征 值 。 

H AJ Hermite B£, Л) x” Ау 为 Hermite 双 线 性 型 ， 此 处 x 


与 9 都 是 # 
Hermate ДЯ 


ЕШ, BA Hermite 型 的 某 些 结论 对 相应 的 
也 成 立 。 


я а 
1. 求证 ， 必 存在 非 异 坐 标 变换 ，z = Pz, y= PV 把 反对 称 双 线 性 型 
'Ау {За > 
х' Ау = түш» — тәш + Zaa Zs + О + Zp- W, Z. ts 
其 由 2r МБАЖ: ЛЕ. W = (ил, tos, +, Wa)’, Z= (z Zx s Za)", 
[ЖАРЫ ЕГ Э Иа оТ, АЙП, АИЫ 
性 型 由 它 的 唯一 决定 。 


选 做 题 

1， 以 4>0 与 4>0 分 别 表示 4 是 正定 阵 与 半 TE E BE, A>B>0 5 
A>B>0 分 别 表示 4, 了 4-~ 甩 都 是 正定 隆 与 ABREX, BA-B E 
半 正 定 隆 ,求证 ， 

(i) 3 A>0, m] 4+ A-1221(>0); 

Gi) 如 A>0, B>0, W A+ B| 22|.A|12] B|: 3, 

2. RAS (а) АЛАКА 称 阵 , 且 
де >G@-1 35 a, h 
REA BREZE. 
:此 题 说 明 ， 对 满足 上 述 条 件 的 4, 可 不 必 计 算 其 个 顺序 主子 式 , 而 豆 
接 得 出 4 的 正定 性 ) 


(提示 :应 用 第 七 草 定 理 3.4, %iz, 4 Í 


12.-6 


izp JERE AE [0, 1] 上 


12- 
的 疾 续 函数 :f(z) = ова аы (7 s) ШНА, 
| А 
4( шт) >0 2$.) 
3. ЖАПЕ, S 是 反对 称 ( 实 方 ) 隆 , RE 
14+51;:0, 
(提示 本题 可 有 八 往 你 法 。 其 主要 的 五 种 如 下 , C AE | A+ 5140, 再 作 


“311. 


10, 1] 上 的 连续 实 值 函数 f(z) = |4+х51, HAID езт, (22) 

用 第 三 章 82 习题 第 8 题 的 (iii); (Z) 证 明 A+ S 的 特征 值 的 实 部 全 大 于 
Ж; (四 ) 直接 应 用 两 个 方 阵 之 和 的 行列 式 的 展开 式 , УА КЕЛЖ ( 实 方 ) PE 
的 行列 式 是 非 负数 以 及 正定 泗 的 性 质 ， (五 ) 把 4 合同 十 单位 阵 T, 再 应 用 反 
对 称 的 标准 形 直接 推出 |j4+8|>0; 或 者 用 Schur 定 班 把 8 面相 似 于 对 角 
BE 即 可 得 证 )。 

4，(Taussky) 设 4 是 正定 阵 ,S 是 非 零 反 对 称 ( 实 } 方 阵 ,求证 ， 
lA+S12>141. 


{这 是 第 3 天 的 推广 ) 
5. (уй Аз п ARAM, Н. А + A! REZE 求证 + 
АА]. 


ү. AZ, 
Gi) Rü k e 658 А, {# A+A ДОГ. 
6. (Bellman)iZ A= (а,,)„.„ BERIE д1, za …， л„ 是 实 变数 ,求证 : 
Гене ааа у 
өши 与 Euler 积分 后 副 林 做 此 题 
- (EFR) ARED, 
O 如 采 工 -44 ЛЕЕ ТАЈНО (RAEES) BOER 
定理 证 明 ; 了 ~ 4'4 BERRE. За 
A AAY = UU-AA TA. 
Gi) ВА, B T- АА! 5 1- ВВ' ЕЯ, RE 
(1-АВУ(1- JP ву - (I-AA') 
=(4-B(I-P'By-1(A'- 
Gii) д I- A4 5 I- BB' АЕРГЕ. RE 
1-ААЛ'|-11-ВВ'\<11- AB'|2, 
(iv) 4J I-AA 5 I- ВВЕ, ЖШ, 
(I- AA)-! (1- AB- 
(ас BAN- (1-ВВ)- ) 


GE 


记 原 方 阵 合 网 于 另 一 方 阵 , ЗУ (іН) ) 
“华罗庚 ,一 个 关 士 行列 式 的 不 等 式 , 数学 学 报 (1955) 第 4 1. 
各 3 一 条 0 "中 的 一 部 分 结论 ， 原文 对 一 般 复 方 阵 进行 讨论 ) 
312。 


8. EAS (а) ОЛЕ, 如 果 A 的 # 个 师 序 主子 式 全 大 于 零 , 则 称 
.4 为 拟 正 阵 { 例 如 , 正定 笑 4 IR A +S REER, 此 处 号 是 反对 称 ( 实 方 》 
BE. 如果 4 的 主 对 角 元 全 大 于 零 , 且 

12-6 Wp 12- 12k 
le(4( 12.8 ) > 6-0 (4( 12k м 12.8 ), 
R=2, ey n, 
求证 ;4 ERER, 
{ 注 :这 是 第 2 题 的 推广 , 证 明 同 第 2 题 ,) 

9. 设 4 是 # 阶 半 正 定 隆 (REZE) А, А, … 加 是 4 的 特征 值 , 如 
果 正 交 阵 Q, 使 4= ОТА, А», es À,]Q', 则 记 At2= ОГА, Д, oe APF 
О', жїр, 

(1) 对 满足 4= Р[А,, Аһ, +, 和 s] P' 的 任何 正 交 降 P, ЕЖ 

РІА”, M, o, A] P'= КА), 
Hh SURRETA n 的 实 系数 多 项 式 ， 

Gi) 存在 唯一 的 半 正 定 阵 B, 使 B= А, AT BA” 

Gii) A= f(A), (А!%у®= А, 

(iv) ARERR iB А-2= (4 #гу-1, 则 

ANRA = АЗ Д-1 р, (А е) А1 
(提示 : 设 Air А» … А, 是 А, À = An 中 所 有 不 同 的 特征 值 ， Е Lagra~ 
nge 内 插 多 项 式 ， 


oh Azha) lA- Ana) Aian) A- Ai) 
1D A Tp ECE RC 


即 可 证 得 OR.) 

10. 设 .4 与 昌都 是 实 对 称 阵 ,求证 

G) 如 果 召 是 正定 隆 , 则 .4 如 的 特征 值 全 是 实数 ; 

Gi) 如 果 如 是 正定 阵 ,4 HEZE, B. AB= ВА, 则 АВ 必 是 半 正 定 
E 

《iii) 如 果 4 与 都 是 正定 阵 , 则 AB 的 特征 值 全 大 于 零 ， 

(iv) 两 个 可 交换 的 正定 阵 的 乘积 必 是 正定 隆 。 
(ER, 因为 АВ = (Виз) -1 BY24B12) В", 而 BUa4BU* 是 实 对 移 活 ,由 此 
即 得 (i)。) 

11， 设 .4 与 召 是 同 阶 非 异 实 对 称 阵 ， 求 证 : 4 是 正定 阵 的 充 要 条 件 是 ， 
对 所 有 正定 阵 B, {45 tr(AB)>0, 


“373 


12. 设 A 是 4s 阶 非 异 实 方 阵 ， 求 证 : 必 存 在 4 阶 正 交 阵 了 与 Q， 使 得 : 
PAQ= (в, as, +, в], Fi >O, i=l, 2, з, n, 
13. RIA r йт хп ЗОН: АН ИЗИЛ 


0 o 
Ag 0) pelas ар 
ТОНУНАН, В a>0, i= 1, 2, т, ЖЕЛИНИ ИЙ. 
саж, Sami 4-8 (T ум, м 与 NW' 的 OR йя, EN 


应 用 12 题 。) 

м. 求证 :任何 # 阶 实 方 阵 必 有 分 解 式 : 

А= (AANV Q= Q: (AA), 

其 中 口 是 正 交 阵 ， 具 当 -4 是 非 异 阵 时 ，Q 由 4 唯一 决定 。 称 上 式 为 4 的 各国 
ток. 

巧 。( 必 onig) 设 4 与 如 都 是 实 正规 阵 ,已 是 非 异 实 方 阵 , 且 卫 = P-14P, 
求证 

G) (Рр): = ALPPY YS 

Gi) 如 果 P 的 极 因 子 分 解 是 P= (PP'Q, 则 B= Q'AQ, 
(提示 : 先 证 存在 多 项 式 f (À), EA = } (А), В'= }(В), 然后 再 证 (P'P)A 
= А(Р'Р), ERER G) 

16. Жи. 任何 立方 棕 必 可 分 解 为 一 个 半 正 定 阵 与 两 个 对 称 , 正 交 阵 的 
Ст, АЯН). 

17. RE: 实 方 阵 4 是 正规 阵 的 充 要 条 件 是 , ААТА A= 
(АЛО = QAAN 

18. 设 -4 与 妃 都 是 n 阶 实 对 称 阵 ， 且 了 是 正定 阵 ,求证 ， 必 存在 非 异 阵 
了 ,使 

P'AP = [ii Bz < рь], PIBP= L, 

其 中 z, дь … д, 必 是 实数 , ИЖ |A- AB] 的 根 。 
С, 设 对称 阵 BAB 的 特征 值 是 Ar p> "5 De 则 存在 正 交 阵 Q, 
使 Q'B-Y2 AB-Y5Q = а, дь, s Hal, FÆ P = BQ 即 为 所 求 之 非 异 阵 ， 
ВЯ д, pa се, jn 是 14~4B| (Ий. ) 

19. 设 z'Az 与 z'Bz ЕКОЕ Н, RE TREE 
异 坐标 变换 z= Pu, 把 这 两 个 二 次 型 闻 时 化 为 平方 和 

ж'Ах = js Har +, Haly, x Ва = уу, 
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ЖОР д, дь ро 是 |4-АВ| 的 根 ,它们 全 是 实数 。 

20. 设 .4 与 召 分 别 足 实 对 称 阵 与 正定 阵 ， 求 证 ! 必 存在 实数 上 及 实 的 列 
ШШ r40, 使 Az=pBr, 称 为 广义 特征 值 ( 它 在 应 用 数学 上 很 有 用 )。({ 提 
示 : 应 用 19 题 ,或 者 ,应 用 4 的 Cholesky 分 解 也 可 。) 

21. (Ку Fan Taussky) 设 4 是 正定 阵 , АВ EKHE Ж. АВ д 
正定 阵 的 充 要 条 件 是 , 妃 的 特征 值 全 大 于 零 。 

《提示 : 对 .48 与 4 应 用 第 18 题 的 结论 ，) 

22. 4 与 4B 的 假设 间 21 题 ,求证 ,AB 是 半 正 定 ( 负 定 ) 的 充 要 条 件 
是 ， 召 的 特征 值 全 是 非 负 数 (小 于 零 ). 

23， 设 .4 与 妃 分 别 是 正定 阵 与 半 正 定 阵 ,如 果 多 项 式 | (1-2) A—- BIG 
根 产 全 小 于 1 求证 , В UELEZE. 

24. 设 4 是 # 阶 正定 阵 ,a En 维 实 的 列 向 量 ， 求 二 次 型 zx(.4 -аађх 
的 正 惯性 指数 与 符号 差 。 

25， 设 4 是 nn 阶 正定 阵 , 加 是 牧 为 + 的 # 济 实 对 称 阵 , 且 A- 8B| 的 根 
7 全 小 于 1 ЖОК т'(4- В)т 的 正 惯性 指数 与 符号 差 。 

26. (Ляпунов) W A, C 都 是 实 方 阵 ， 且 C 是 负 定 隆 ， 若 正定 阵 刀 使 
АВ+ВА'=С ЗАТОЧЕН, (+, АРВ t CH 18 
题 找 出 Р, BEURRE BE 2.2 的 推论 2 于 方 阵 РАР. ) 

《 注 ! 本 是 之 送 见 $4 {И 2, 例 2 与 提示 中 的 方法 均 取 自 论文 “W, Наћа, Eine 
Bemerkung Zur zweiten Methode von 1. јаргпо, Math, Nachr., Bd 
14(1955), s.949—354.”) 
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第 九 章 线性 空间 


本 章 以 具体 的 三 维 几何 空间 为 雏 型 ,引入 抽象 线性 空间 概念 ， 
从 中 可 以 了 解 代数 抽象 的 意义 与 背景 ， 初步 掌握 用 公理 系统 处 理 
代数 问题 的 因 维 方法 ;训练 严格 逻辑 扒 理 的 能 力 。 这 些 不 仅 是 本 
课程 的 基本 内 容 之 一 , 而且 也 是 学 习 近 代 数学 必 不 可 少 的 。 


$1 线性 空间 的 定义 


一 、 线 性 空间 概念 的 形成 

任何 抽象 概念 都 是 在 考察 了 大 量具 体 事物 所 具有 的 共同 性 质 
的 基础 上 形成 的 ， 线 性 空间 概念 也 是 如 此 。 由 于 解 线性 方程 组 的 
和 需要， 我们 曾 把 二 维 平 面 上 和 三 维 空间 中 的 向 量 推广 成 一 般 的 
维 行 向 量 和 * 维 列 向 量 ， 而 向 量 中 的 每 个 分 量 都 是 某 数 域 K 中 的 
数 ， 对 确定 的 自然 数 n， 在 由 全 体 # 维 行 向 量 组 成 的 集合 К, rh, 
ЗИТ ТНЕУ ВОЯ ШТ, КЄК, 而 

а= (а, а, ++, а), В= (бу, by, 0, Da) E Kas 
则 规定 
I а+В= (a+ bi, q  tb;,, ,On + ba), 
. ka= (Кау, Ка, =, ka,)= ak, 

而 县 证 明了 这 两 个 运算 有 如 下 基本 性 质 ( 即 运算 规则 )* 

(0): а+ВЄК,; 

(i); (а+В) +у=а+(В+у); 

(2), Ө+о=а+0=а, ZE = (0, 0, +, 0) 为 零 向 量 ， 

(3), а+(-а) = (~а)+а=0, 这 里 -0 为 的 负 向 重 } 

(0) каЄК,; 
"376 


(1) k(a+8)=ka+k8, 

(2Y, (к+1)а=Ка Тар 

(3V: Ка) = (К); 

(4). lasas 
RE а, В, YEKa k, IEK, 

实际 上 ,除了 Es 以 外 .还 存在 其 他 集合 ,在 其 中 可 以 定义 两 种 
运 特使 它 也 具有 上 述 九 条 运算 规则 。 例 如 W М СКЕ К 
上 的 m xn 矩阵 全 水 ， 了 两 种 运算 就 取 为 通常 的 矩阵 加 法 和 数 与 害 
阵 的 乘法 ， 则 不 难 一 一 验证 上 述 九 条 运算 规则 都 正确 ， 其 中 8 为 
Ж, ~& 为 a 的 负 和 矩阵 。 易 见 , М(Ку=К„, 4 д, 特别 把 
МЫК) а MAK), ЖЕК T. n зур: Ж. 它 是 本 涤 程 中 重 
要 的 讨论 对 象 之 一 、 

RNR ТЕЛМА Н ЛЕЯ RA RE 
学 分 析 中 也 存在 。 例 如 , 设 R[a, b] КЕ Е Ж 
Га, Р] ЕЙ ФЕЦА А ЖАК. 7,06 R[a, b], k€ K, 定 
x. 


(f+g)(x)= f(x) +90), (kf)Xx) = (х), 

又 如 ,D[o, 是 [a, 妇 上 可 微 (可 导 ) 实 函数 全 体 , 其 中 运算 同上 。 
易 见 , 在 REa, 579 D[a, bJ 中 ， 上 述 刀 条 运算 规则 同 桩 都 成 立 ， 
其 中 8 为 取 值 恒 为 零 的 零 函数 。 

在 上 述 这 些 例子 中 ,集合 中 的 元 素 分 别 是 向 是 ( 或 几何 空间 中 
前 点 六 抑 阵 和 函数 ,它们 是 些 不 同 的 研究 对 象 。 但 是 ,可 以 抽 掉 这 
些 元 素 的 具体 属性 , 转 而 考虑 某 个 抽象 的 集合 ,在 其 中 定义 抽象 的 
“加 法 ”与 “数量 秉 法 ”, 并 把 上 述 九条 运算 痢 则 作为 公理 ， 这 千 , 就 
形成 了 ~- 个 抽 旬 的 4 代 孝 系统 ?7 。 容 易 明白 ,在 V 中 ,凡是 仅仅 很 
据 这 九条 公理 推导 出 来 的 结论 ， 对 一 切 满足 这 些 公理 的 具体 的 集 
会 ， 当 然 都 是 正确 的 。 因 此 ,研究 这 个 抽象 的 代数 系统 ,在 很 大 
程度 上 ,可 民警 研究 许多 具体 的 屯 不 相同 的 代数 系统 , 这 体现 了 由 
具体 概括 到 一 般 , 再 由 一 般 指导 具体 的 思维 方法 的 优越 性 。 

现在 ,我 们 引入 线性 空间 的 概念 、 
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ей 设 Y 是 一 些 空 集合 ,K 是 其 个 狐 域 .如 果 对 了 
ФЕТ а, 8 定义 了 菜 种 加 法 , 记 为 «+B, 满足 
(ла a+BEV, 且 a+B [Hc 与 8 唯一 确定 ， 即 加 法 运算 的 
封闭 性 у 
(Ai): (а+8у+у=е+(8+у), 即 加 法 运算 的 结合 性 
(Аз): BERR OEV 使 得 对 任何 wEY 都 有 x+8= а; 
(As 对 于 任 一 waEY, 必 人 存在 6EY 使 得 c+6= 0, 
RE, а. 8, yEY。 另 外 ， 对 区 中 任 一 数 天 和 7 中 任 一 元 素 wy 定 
义 了 茶 种 数量 乘法 , 记 为 ka, 满足 
(Mo); ka=ak 是 中 元 素 , 且 ka 由 天 和 “唯一 确定 , 即 数量 
乘法 的 车 团 全 与 单 值 性 5 
(M;i); k(a+ В) = ka + k8; 
(M.); (k+l)e=Ka+lay 
(Ma): k(la)= (kl)ay 
(Mi) 1+@=о 
这 里 a. 8,y€V, К, IEK, 则 称 7 是 下 上 的 线性 空间 (或 向 量 空 
Е), 称 区 为 基 域 ,Y 中 元 素 称 为 向 置 ， 特 别 ,Y 中 满足 (4s) 的 元 素 
6 称 为 办 向量 ,满足 ( 4s) 的 元 素 6 称 为 a 的 负 向 显 。 
在 介绍 线性 空间 的 例子 之 前 , 我 们 先 证 明 一 个 重要 事实 , ВП 
命题 1 设 V 是 K 上 线性 空间 , 则 必 满 足 
(Ав): 存在 元 素 9EV 使 得 对 任何 EV 都 有 
а+68=0=0 +0; 
(Aayi 对 于 任 一 aEV, 必 存 在 6EV 使 
a+0=0=6+a, 
【证 明 】 任意 子 定 <EVY, 由 公理 (4s) 和 (43) 可 设 
а+@=а,а+д=@, 
这 里 6 是 V 中 某 个 向 量 。 据 (43), 对 于 这 个 9, 又 必 存 在 EV 使 
180+0/=0, 因此 ,再 利用 (41),(A2) 和 (4&3) 得 
д+@а=(б+е@)+@=(д+еу+(8д+д/) 
=д+(@+(д+д/')у=д+((е++д)+д/) 
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=ú0-+(0+ó')=(0+0)+0% =6+0' =6, 


MCAO388. 再 由 
Ө+а= (0+0) +а=а+ (б ъа) =а+0=а, 
АСА) 也 满足 。 证 毕 。 
这 个 事实 说 明 ， 如 果 把 级 外 空间 定义 中 的 (4s》 和 《4s) 换 为 


42) 和 (43)》， 而 保持 其 他 公理 不 变 ， 则 这 样机 个 定义 是 等 价 的 。 
以 后 ,我 们 就 不 区 分 (4) 与 (A2)， (5&3) 与 (4) 了。 不 过 ,要 注意 
的 是 ， 它 们 的 等 价 性 的 证 明 是 借助 子 结合 性 条 件 (A41) 而 完成 的 、 
贝 线性 空间 的 定义 可 知 ,K，, 是 K 上 的 线性 空间 ,Mwn(K) 也 是 
玉 上 的 线性 空间 ，R[a,b] 和 D[a, 1 ЕК ЕИ АЕН. 下面 
再 举 几 个 线性 空间 的 例子 。 
例 1 Ks[x] 是 数 域 K 上 的 次 数 不 超 过 +4 的 多 项 式 全 体 , БИЙ 
上 零 多 项 式 所 成 的 集合 ， 则 它 关 于 多 项 式 的 加 法 和 数 与 多 项 式 的 
乘法 ， 成 K 上 的 线性 空间 。 AE KAFT n 的 实 系数 多 项 式 全 
体 ,即使 再 添 个 零 多 项 式 , 它 关于 这 两 个 运算 也 不 成 线性 空间 , 因 
ACIMAR A. MA, (хех) 6 (лев 2x)=3x,n22, 3 
域 K 上 次 数 任 意 的 多 项 式 (包括 零 多 项 式 ) £ KK [x] 关于 上 述 两 
种 运算 也 是 K 上 的 线性 空间 。 
例 2 复数 域 C 是 实数 域 RR 上 的 线性 空间 ， 运 算 就 是 复数 加 
法 和 实数 与 复数 的 乘法 。 当 然 ， 实 数 域 R 也 可 看 成 RR 上 的 线性 空 
阅 ， 更 一 般 地 ， 如 果 是 数 域 F 的 子 域 ， 则 下 必 是 K 上 的 线 体 空 
辐 , 运 算 就 是 中 数 的 加 法 和 kK 中 数 与 了 中 数 的 乘法 。 例 如 ,R 就 
是 有 理 数 域 O@ 上 的 线性 空间 , 数 域 
, Q(V 2)= {atbV Z |a,be Q, 


ОУ, V3)= (ано +e V 3 +dV 5 |а, b, с,0Є0), 


都 是 CQ 上 的 组 性 空间 。 м, ОСУ, VEEE) E i 
线性 空间 。 权 注意 的 是 , 子 域 K 不 能 看 作 扩 域 了 上 的 线性 空间 (这 
Ш КСР), УРФ УК ОНЯ Т К, MANER 
лв. 
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在 本 教程 中 主要 讨论 实数 域 和 复数 域 上 的 线性 空间 ， 今 后 分 
别 简 称 为 实 (线性 ?空间 和 复 (线性 ) 空 间 。 


=, #1 © н ЖЕШ 
如 果 没 有 特别 说 明 ， 今后 总 设 了 是 基数 域 K 上 的 线性 空间 。 在 
线性 空间 的 定义 中 ,我 们 仅 对 两 个 向 量 a, BEV 定义 了 加 法 , 运 
RÆV 中 唯一 磁 定 的 向 量 a+8。 和 如果 对 a, Рав 
+у= (а+8) +ү, ДИЛУ Е-Е ЛАА, HFAA) 
有 
а+В+у= (а+ В) +жу=а+(В+у), 
说 ,在 s+8+? 中 可 以 任意 加 括号 。 那 来, 关于 3 个 以 上 的 
л А ВЕТ 我 们 有 下 面 的 
命 古 2 加 法 的 一 般 结合 律 ) Жо, az, os a, EV hi E 
nehn, E 
Da =at ate +a, = G+ Бал) а, 
MIERE 1<k=<n = 1 BJ k RA 
$ абава) (акаже a), 


这 就 是 说 ，ai+o+ + о, JE V Е ЕО АЭК, ЭРТЕ 
运算 过 程 中 所 加 括号 的 方法 。 

【证 明 】 对 ”用 归纳 法 证 明 。 当 #=3 时 ， 就 是 公开 (41) 所 
述 。 设 本 命题 对 #~ 1 成立 , 变 证 对 于 也 成 立 。 事 实 上 ,对 іс 
n-2, 有 


1 


$ абажа) жа, (定义 ) 
=((m He Hap) (авы + +а, ))+а, ОНЯ 
= (арж ва) + Canat Haaa) (AM A) 


= (a, H Hay) Cans +++ Taita, СНВ) 
ШЇ ken -1 ВРЕ Е ВРВ, 所 以 对 1<k=<n- 1 都 成 立 。 
证 毕 。 
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进一步 可 证 
命题 3 (加 法 交换 律 ). 对 任意 4, BEV 有 
(А), аъВ= В+а, 
DEWI 考虑 了 中 元 素 (1+1)(a+8)。 依次 用 公理 (М), 
(M1),(M4) 和 命题 2 可 得 
(1+1)(«+8)у=1.(«+8)у+1,(+8) 
=(l'a+1.8)+ (1:а+1.8) 
= (а+8)+(«+8у=а+В+а@+В, 
但 也 可 以 由 公理 (MD (M) (MOME 2 得 到 
(1+1)(a+B)=(I+1)a+(I+I)8 
=(1-а+1:а) +(1.8+1.8) = (а+а)+(68+ В) 
=а+а+В+В, 
因此 , 根据 运算 的 单 值 性 有 
аъћа+в+В=а+В ъа В, 
再 据 命 题 L PRCA, ЖЕЛЕУ, ОСУ 使 ?+a=6,8+6=6， 则 应 
有 
(у+а)+(а+В)у+(8+д)у=(у+е)+(8+а)+(8+д)у, 
6+а+В+0=0+8+а+Ө, 
再 据 命 题 1 RRCA) 即 得 a+8=B+a。 证 毕 。 
上 述 三 个 命题 的 证 骨 是 一 个 示范 :在 证 明 过 程 中 , 必须 注意 好 
辑 推理 的 严密 性 和 正确 性 ,每 一 步 都 要 有 祖 据 , 切 刀 “想当然 ”, Ж 
则 ,将 是 错误 的 证 明 , 甚至 得 出 荒 诬 的 结论 。 
顺便 提 及 ， 没 有 必要 把 加 法 交 摘 律 作为 线性 空间 的 公理 要 求 
之 一 。 
命题 4 V 中 的 零 向 量 和 任 一 向 量 的 负 向 量 都 是 唯一 的 。 
[证明]】 ВОО ЖУ НО ТИЕ, ПИЕСА УЗА 


0=0+0 =@'. 
Ropo 都 是 某 个 <ET 的 负 向 量 , 则 

6/=0+0" (A) 

=(0+ау+д' (Ay 
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=8+(a+ð') ‹А;) 


=б+@ (Ау 
=д, (Ay 
证 毕 。 


既然 ,a 的 负 向 量 是 唯一 确定 的 , 我 们 就 可 用 一 个 确定 的 符号 
-a 站 示 它 。 这 是 一 个 完整 的 记号 , 现在 还 不 知道 它 是 否 就 是 
《~-1)a。 利 用 这 个 记号 ,在 任 一 线 狂 空间 中 就 有 等 式 
(-a)+a= 8 =а+(-а), 
利用 负 向 量 的 唯一 狂 , 我 们 可 以 在 V 中 引入 减法 运算 如 下 :对 
+ а, ВСУ, 规定 
` а-В=а+(– В), 
并 称 <- 有 为 "与 8 之 差 。 
最 后 , 我们 证 明 向 量 运算 的 几 个 常用 性 质 。 
命题 5 对 0,B,yEV,kEK 有 
G) 由 a+B=at+y 必 可 推出 8=y, 即 加 法 消去 律 成 立 ; 
Gi) O.a=0, 这 里 0 ЖКН}, 
(iii) kê = 0, 
(iv) (~1)a= —ay 
(v) 如 果 ka= 0, 则 或 者 KE=0 或 者 <=8 
【证 明 】 (i) 在 等 式 两 边 各 加 上 a 的 负 向 量 即 得 证 。 
Gi) 因为 
а+0:а=1:а+0:а-(1+0):а=1:а-а=а+6, 
ТИВА 8 0.a= 0, 
(ш) WA 
ka+k0=k(a+80)=ka=ka+ 0, 
Ы КӨ= 0, 
Gv) 因为 
0=0-а=(1+(-1))а=1.0+(- )а=а+(-1)а, 
RWA -la 也 是 “的 负 向 量 。 据 负 向量 的 唯一 狂 知 
(-1)а= -a, 
< 352. 


Cv) шко, Ç € K, B. 


а= ( i у= 0а) = 058, 证 毕 。 


з Е 


1， 下 列 各 个 集合 V гаа ТВС К E 
的 线性 空间 ? 其 中 Z, Q, 中 分 别 表示 整数 环 , 有 理 数 域 和 实数 起 。 

U) V = (asa, ~, 95) la.€E Z}, K=Q, 
PERRA ОЕШ A T E Jn ВУ а НО ЕУ 


(а, а, =, а„)@ (5, бу, ~, Бу 
= (ар+ 2, а, +25, ++, Gn+ 2bn), 


Еа, а, <" а„) = (Ray, Ваз, +, Ras); 
Gii) И = (а: аме, а) Є, K = Q, 
RADET ЕЖЕ ПЕ, ТЇ ЖС ЖЕРЕ ЛЕ У 
kG (au вз, 7, аа) = (gl А203, =, Ba); 
Чу) V ЗЖЩ ЕЕ, C = R. ХОШ ТЕЕ Лт, 而 数量 乘法 定 
Хз 
&©а=@, vk€ R, аву; 
(v) 玉 是 平面 上 不 平行 于 某 一 取 定 向 量 的 向 县 全 体 所 成 的 集合 ， 丰 = 
玲 。 取 通常 的 向 量 基 法 和 数量 乘法 ; 
(vi) V 为 如 下 三 个 集合 中 的 某 一 个 ,天 = R, PERRERA 
ТЕМА 
V i= {4 阶 ( 实 ) 对 称 阵 合体 }， 
Vy= (n B (K) КИИНЕ}, 
六 = (n 阶 实 上 三 角 阵 全 体 }。 


H = (zu 20) 121, za 为 复数 }。 


(г 2) = (2, 2) B RIRH 21= 2, za = z 


„бз. 


(а), 22) + (zs, 24) = (21+ Za, Za +4); 
hlz1s 22) = (kzi, Ёз), VRE R, 
求证 互 是 丸 上 的 线性 空间 , 称 为 实 四 元 数 空间 , 
3. 求证 :在 线性 空间 中 成 立 下 列 各 等 式 * 
G) -(-а) =0; 
Gi) - (Ва) =(- В)а= (а); 
Gii) А(а- 8) = ka- kf. 


$2 基 与 维 数 


一 、 线 性 相关 与 线性 光 关 
ЖХ йо, о, +, ол EV h п МАК. 如 果 存 在 不 全 为 稚 
的 Ki Ko, =, Kp EK 49 


3 Ко = kia; + kra + o ka, = 0, 
则 称 ааз, a СКВ А, 否则 , 称 为 (对 长) 线性 无 关 , 即 
È kast AERAR k = 0, 


由 定义 易 见 ,单个 向 量 “ RAAN BAR аз, 

例 1 ЕЕ, атре, 它 除了 (i, 四) 位置 的 元 素 
为 1 以外, 其余 苑 素 都 为 0， 对 应 于 1=1, 2 e, m =1,2, e 
这 种 Es RTRA, BR, 

È ka Eu = (udara = 0 

当 且 仅 当 所 有 ku = 0, BLR n? A Eiti K RIERA. 

例 2 КТЕ 1, к,а, +," д} ВЗ, 

例 38 R[0,3] 中 向 量 e>, 2, x 对 及 线 狂 无 关 。 这 是 因为 如 果 等 


式 
kiet +К;х? Кух = 0 
对 于 任何 < 都 成 立 的 话 , 芭 x=0 就 得 向 =0， 再 由 
Кох? + ksx = 0, 
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49 ka = ka = 0, 
例 4 复数 域 C АН 1 VTT RRETA. 
例 5 对 任何 自然 数 mR[0,2r] 中 2n + 1 AÉ 
1, sin x, sin 2x，……，Sin nX; cos x, COS 2x, +++, COS NX 
ЖМ КЕ, ЕК, ЖИ 
ky 1+ Ку Sin x + = +k, sin nx +l cosx + +++ +T, соз nx= 0,(1) 
ВАЗЕ ТТЕ С t.u, ЖТ 
IN sin tx-cosux-dx = 0, 
Ti t==u 时 又 有 
F sin tx. sin ux: dx = 0, 
а 


z 
Í cos tx. cos ux- dx = 0, 
0 


所 以 对 任何 = 1, 2, sn, ERRUR cos tx- dx, 然后 从 
0 到 2r 积分 即 得 


tof cos їх-йх +1, É cos? tx. dx = 0, 
但 
гж гт 
Í cos tx .dx = 0, f cos? tx dx = m, 
° в 
所 以 所 有 了 = 0,f= 1 2 28。 而 (1) 式 实际 上 是 


ka + ki Sin x +e +k, sin nx = 0, 
х= 0 19 Ку= 0 所 以 
ki sin x +k; sin 2x 十 十 jn sin nx = 0, (2) 
对 任 一 w=1,2,…, п, 在 (2) 式 两 边 先 乘 以 sin ux-dx, FEA O 
到 2л 积分 , 同 理 可 得 
к. sin? ux. dx = 0, 
但 


ся 
Í sin? ux- dx = ж, 
0 


故 所 有 k= 0,0 =1,2, н, 于 是 证 得 这 2n +1 ТАЯКЕ 
无 关 。 

由 以 上 各 个 例子 可 以 看 出 ， 对 于 各 种 具体 的 线性 空间 中 的 向 
晤 ,要 用 恰当 的 方法 来 判断 它们 是 下 线性 无 关 。 

设 V 是 数 域 K 上 某 个 抽象 线性 空间 , Ks 是 行 向 量 空 间 。 由 于 
它们 中 的 向 量 组 的 线性 相关 性 有 完全 相同 的 基本 性 质 ， 而 且 证 明 
方法 也 一 样 ,所 以 我 们 只 写 出 与 第 三 章 $2 中 平行 的 若干 结论 而 略 
去 其 证 明 。 

设 S= (mra, or} 为 了 中 有 限 向 量 组 。 为 简便 起 见 ， 如 果 
at oz， or 线性 无 关 ( 线 性 相关 )， 就 称 5 线性 无 关 ( 线 性 相关 )。 
我 们 还 用 记号 SSY 表示 5 中 元 素 都 是 Y HHE. 

命题 1 DS 是 了 Y 中 有 限 向 量 组 ，8 是 5, 的 子 组 (BD SSE 
51). ж S, 线性 相关 , 则 S, 也 线性 相关 . 换 句 话说 ,如 果 S, 线性 
无 关 , 5; 也 线性 无 关 。 

定义 设 S= (G, a) EV a € V. ЧЛЕ kiki, k. 
EK 使 得 

а= kia + kz ++ К,а, 
Л a а, од, е, о, 的 (K FB), отра, о, 
76 СЕК ORERH, 那些 zx 称 为 表 出 系数 ， 有 时 也 说 , a 是 
S 的 线性 组合 ,或 说 a 可 由 5 жн. 

命题 2 设 5= lao, osa) СУ, r>, WS 线性 相关 的 充 
分 必要 条 件 是 ,至 少 存在 某 个 a 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 。 

命题 3 设 S1= {ama AV 中 线性 无 关 组 ,而 S = (а, 
oo Gps G. A V 中 线性 相关 组 , 则 y+! 可 由 S, 线性 表册 ,因而 
S. 中 任 一 向 量 都 可 由 5; 线性 玫 出 ,而 且 表 出 系数 组 都 是 唯一 确定 
的 。 

命题 4 RSE (аз, yasjSs= 18... Be} 和 S3= {01 r Â, 
都 是 7 中 有 限 向 量 组 ,如 果 尾 一 6 可 由 5; 线性 家 出 , 任 一 可 由 
5. ВИН, 则 任 一 ó, 必 可 由 S, 线性 表 击 。 

为 了 使 书写 和 定理 的 证 明 简 洁 起 见 ， 我 们 引进 一 种 形式 向 量 
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的 记号 。 设 了 是 数 域 K 上 线性 空间 ,aiyoz,…，o 是 VY 中 任意 n 个 
向 量 , 则 (a1,02，…, 6) 就 是 由 cb 02,-…, 0 构成 的 形式 向 量 。 既 然 
形式 向 量 的 分 量 是 一 些 抽象 向 量 ， 就 有 必要 规定 一 些 运算 。 很 自 
然 地 起 到, 它 应 与 通常 的 向 量 和 矩阵 的 运算 一 致 。 

我 们 规定 (ab а, … or)= (б, B2，… Ba) 当 且 仅 当 «=Й, i= 
1 2, …,#。 关 于 形式 向 量 的 加 法 规定 为 

Сод, Gn) + (Bis ,В„) = Са + Bist p Oa +В,), (1) 

PA= (6.2 )ssə УК БЯ ВЕ, WAE 


Сал, aa ty u JA 
-( Ë ал G ў 43103,75 > G Оз y. (2) 
па, URNA m A EE T. ДЕА 
它 的 列 分 所， | 
А= (д1, б,++,бь), 
ЖО?) ЗАТЕ АЕ НТД 


У] анау = (озар, sa) | F 


Ank 
= (aisn, nOr l<k<m, 
故 得 
(а.а, mo) 有 = (Со, в, an (0565 Ôm) 
= (Каз, о„)бу, (а, туа), Сарона) д). (3) 
操 定 义 式 (1)(2) 容 易 证 得 
G) (о, а, +, 9 ХА+В) 
= (а, Az, )А + (Gí, Azs ts An) Bs (4) 
Gi) (а, аз, t, JAJC = (mi, as, <, а„у(АС), (5) 
这 里 4 与 B 是 K 上 任意 nxm 阵 ,C 是 KK 上 任意 机 XP ш, 
命题 5 VAB ZK Enxm Ba, оз, o, a Уп 
个 线 性 无 关 疝 量 , 刚 由 
(о, од, +, о„)А = (а, а, ++, в„)В, 


DB A= B, 
DEWI jG C= А-В = (у, Yos s Ym)。 则 由 假设 及 (3) 式 
可 得 
(G, oo Yes б", Ym) 
= (бод, es оуу, бол, op] +, (Gu Ө, en) Yim) 


=(0, 0, .0), 
于 是 (ж, oa ++, YED /=1,2,+е,т, 
但 а, cz, e, а, 线性 无 关 , 故 由 
Cis 
бап, ад, е, о) Сару өз еа) © 
©з 


= сиб 0200 + + бб = 8, 
TERR Va = (си, оу, те, es) = (0, 0, =, бу, J=1,2, +», m. Ж 
就 证 明了 C=0, A=B, 证 毕 。 
定理 2.1 设 S1= (01, о, t, ao) AI S25 (81, Ва, е, Bah 是 
了 中 两 个 有 限 向 量 组 。 如 果 S; 中 任 一 向 景 都 是 6, 的 线性 组 合 且 
4>p, №5, 必 线 竹 相关 。 
[证明 ] 出 假设 可 得 
ka ka Ka 
(В, Bas е, Ba) = бол, а, ty ap) | Кз Кас Ка 
kip kap … Кар 
= (а, Go "6, An) Ôi, бф, y д), (8) 
这 里 0 = (ka, Kas се, Kip), J51, 2, 0, d, ДЕК E q 4° p Л] 
向 量 。 因 为 a>p, 据 第 三 章 定理 1.2 知 д, dn, 6， 线性 相关 ， 
ЕЗ А, las ls 使 得 
h 


L 
(б, д, | 2 јео, 


la 


a 868, 


FEH) ORR 


h 
(в, В, Bo)| В }|=о, 
. А 
这 就 证 明了 S, 是 线性 相关 的 。 证 毕 。 


推论 1 如 果 S, 线性 无 关 , 且 其 中 每 一 个 向 量 孝 是 Si 的 线性 
组 合 , 旭 <р. 

推论 2 如果 S 和 8 RRELA, ES 中 任 一 向 量 都 可 由 
S: 线性 表 出 ,Ss 中 任 一 向 量 都 可 由 S, 线性 表 出 ， 则 p= q, 


二 、 基 与 维 维 

定义 ”如 果 在 线性 空间 了 中 存在 基 ## 个 线性 无 关 的 向 量 ， 但 
任意 #&+1 个 向 量 都 是 线性 相关 前 ， 则 称 了 为 于 维 线性 空间 , п 
为 了 的 维 数 ， 记 为 AV)=n 或 mV)=n。 有 时， 并 不 关心 维 数 
的 确切 数值 ,就 把 n 维 线 性 空间 统称 为 有 限 维 线性 空间 .如 果 在 了 
中 存在 任意 多 个 线性 无 关 向 量 , 则 区 了 为 无 要 维 线性 空间 。 

出 定义 显然 可 知 , 如果 线性 空间 V о н RRE 
神 闪 , 则 y 必 是 有 限 维 线性 空间 , 目 (У) <и, 

加 便 确 定 有 限 维 线性 空间 的 维 数 呢 ? 一 个 常用 的 汰 别 方法 是 
Finy 

定 泽 2.2 REER VAE п EREA EA 

G) V PRERNA а, а, +, а, REEK 

Gi) V PERRA ar, аз, an 的 线性 组 合 。 

DEWI DEHE, HV) =n 的 定义 知 (1) 满足 。 任 取 BEV， 
ШАБА УЛ В, а, өр, …， о, 线性 相关 ,再 由 命题 3，8 必 足 my 
oo 的 线性 组 合 , 故 (ii) 满 足 。 

Е, ШАР) У ЕРА АЕ ор, …， а, 线性 无 
Ж. ERV 中 n+1 个 向 量 B，…, Ва, 由 条 件 (这 ), 每 一 个 及 都 
是 ab …， 0 的 线性 组 合 , 故 由 定理 2.1 LB, o, 有 ti 线性 相关 。 
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这 就 证 明了 (У) =, ЖЕ}, 
定义 ”满足 定理 2.2 HROM Gi) 的 向 量 组 5= a, а, 

хэ „Ж п 维 线性 空间 V 的 (一 个 ) 匡 ,而 每 个 称 为 基 向 量 。 
由 定理 2.2 PEAB, п 维 线性 空间 V 中 任何 个 线性 无 关 


ПТ У Та, ПУ 中 任 一 基 中 所 含 基 向 量 的 个 数 都 等 于 Y 
ЕЗ Е 


下 面 我 们 给 出 关于 基 与 维 数 的 车 二 例子。 

例 6 在 例 1 中 已 证 

S=4Eali, j=1, 2, =n} 
线性 无 关 。 显 然 , 任 一 A= (ow)EM(K) 痢 可 表 为 
A= 5 a Bs, 
2, 

БШ 8 ЖМК), МЮ) = m, 

例 7 d(K,[x])=n+1, 


ИЕ 易 见 ,复数 域 C 是 实数 域 R 上 的 2 维 线性 空间 , RER 
上 的 1 维 线性 空间 。 


例 9 因为 对 任何 自然数 nn, 多 项 式 1 х, x?,…,x" 对 任意 数 
域 天 都 是 线性 无 关 的 ,所 以 K [x] 是 天 上 的 无 限 维 线性 空间 。 
例 10 因为 对 任何 自然 数 n, Е[0, 2x] 中 向 量 组 
l; Sin x, =, Sin nxs cosx, +, cos nx 
对 尺 线性 无 关 , 所 以 R50, 2z] 是 上 无 限 维 线性 空间 。 
本 章 主 要 讨论 有 限 维 线性 空间 的 性 质 ， 有 时 也 会 涉及 一 下 无 
限 维 线性 空间 ,但 它 的 进一步 讨论 , 已 越 出 本 书 的 范围 。 


з а 


1 分别 取 天 为 复数 域 C 和 实数 城 R, P MUOR FSI BREZ K 
线性 相关 ， 


ө а (5 0) (1) аа) 


2. Ваар ана: 

G) = 222-3242, fasal, аел 
) hel сас, сла аА, B= at 62 100-8, 
R{- co, ос) (оо, оо) 上 的 
и, КАТУ 


a = 2, as- sin z, aa= теч 


ЕЯ 


Gi) a73, ar=4sin? z, аз = соз 2л) 

Gii) aos l, аз = созт, а. соз? л, =, An = соз °з) 

Gv) аг = sinz, аз= іа s 5z, G4= cos Tz. 

4. йа gz …， а, 是 爽 两 7 评 Rale RARE 
faml+ae+ (a)? (аа) 


tort (а)? ++ + (ош) ты 


1 
зап, ЭК ЙЫЛ, 
5. Ala), fale), f G) ER Ë Ë 
何 凑 个 部 有 非常 数 的 多 项 式 公 因 了 ,求证 4 пту f. fa), ӨРЕ 
6. жэста [арг (ASLIE 2) 
Т. 求 出 下 列 实 线性 空间 的 维 数 和 一 个 
Уі {п ПО) 对 称 阵 全 体 } 。 
Ёз = {п Bi (Se) Б: 
Уа = 
8. {Ж C,= (zr 2, 5, г,)|г2,Є Ch, 1 


(21, Za, Өө, Za) + (ш, to, e 


l+az+ (ату + (or), 


TRIE 
җ. 


уз 


= (а к, 32+ ш, +, гу + н), 
he (zis Za, e Za Вар Rza, е, hz), RE R. 
G) ЖС, Р raga al; 
Gi) 求 出 其 维 数 和 一 个 基 。 
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8 3 坐标 . 基 变 换 与 坐标 变换 


设 了 是 数 域 K ЕБ п 维 线性 空间 .任意 取 定 一 个 基 a, a s, 
в, 出 对 任 一 8EY， 必 存在 kis kas ty ke € K fE 8 цаз + kana + 
人 oa。 ШР ав, в, o G, ЕЭБ, ШОХ n ДУС, ka, 
…， ,是 由 8 唯一 确定 的 。 如同 在 解析 几何 中 一 样 ， 在 线性 空间 
中 我 们 也 将 引入 坐标 概念 。 
ЖХ Rasas, a 是 了 中 取 定 的 一 个 基 ， 则 对 任 一 8E 
了 ,由 线性 表 出 式 
В= Ке + Кад + kao 
ki 
(ш, уст, ар M 
k, 
所 唯一 确定 的 有 序数 组 ki, ko, oe, k, 称 为 8 在 基 ay, аз, а 
WEER, р ЖК п ЕЙДЕЕН СЕ, ka， skay 为 8 在 基 oa, oa a, F 
的 坐标 向 量 。 
易 见 ,同一 向 基 在 不 同 基 下 的 坐标 ,一般 来 说 是 不 相 周 的 ,这 
样 就 需要 讨论 同一 线性 空间 Y 中 不 同 的 基 之 闻 的 关系 以 及 同一 铅 
量 在 不 同 基 下 的 坐标 之 间 的 关系 。 
首先 ,我们 利用 向 量 的 坐标 给 出 有 关 基 的 两 个 结果 。 
定理 3.1 aa, a 是 线性 空间 V 的 基 ,V 中 向 量 B 在 
ЖЕТИЛЕ сн, си, се, Саз 1, 2. е. г, геп, WJ Ву, В, 
++, 8, 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 ， 由 В, RIRE T p| n xr 
阵 


Da ба, 
с Sar баз tOr, 
би Caz Cur 
是 列 满 秩 阵 。 
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GEHI 由 假 没 得 
(8, Вз, ts Br) = (al m, +, а„)С, 
BAE r 维 列 向 量 5 必 有 有 
(B, Bx, =, В„)д = (zu, 0 (Có), а) 

必要 性 。 设 8 Be =, В, 线性 无 关 。 WMA CAIRDE r, MI 
必 存 在 非 零 7 AANE 9 点 Có = 0, 于 是 由 (了 ) 式 即 知 В, Bo …， 
В. 线性 相关 , УАВ, НСС ТК r 

充分 性 。 设 C 是 列 满 秩 阵 ， 如 果 有 关系 式 

(Bis Ва, =, В,)0 = 8, 
则 出 (1) 式 可 得 
《ab а, ,о„)(Сду=8, 
ІА а, а, +, а, 线性 无 关 , 必 有 C0=8。 再 由 C 的 + 个 列 向 量 是 
线性 无 关 的 , 立 得 4= 6, 这 就 是 说 В, Beo …, B, ВЕ. ЕФ, 

定义 ”定理 3.1 中 所 示 的 nxr ECHE a, а, …， 到 
ТОЛЯ bis Pos --, B, МЕРЕ. 

HERRE, a, e, а, 到 Bis o, В, 的 过 湾 矩 阵 指 的 是 Bi, 
В, ар ст, а, ВОЕНЕН НАЕ, що, a, 
а, 基 基 时 ,8，…， В, АКАУ, р, …， a 到 Bis 
oee 的 过 湾 矩 阵 为 上 阶 非 异 降 , 所 以 定理 3.1 实际 上 告诉 我 们 ， 
任意 给 定 一 个 = 阶 非 异 阵 С, 必 可 由 基 а, …， а, 构造 出 另 一 个 基 
В, =", В, 所 以 任 一 线性 空间 中 有 无 限 多 个 基 。 

为 了 区 别 于 行 向 量 空间 К„, 我 们 以 后 总 把 数 城 玉 上 的 靖 维 列 
йт НП Кё), 

例 1 ERK ЕНВЕР А (а, аз, , а,), HALA 


ч 
(ш, аа, +, а) = (е1, 6&,--,е„)А, 
Ш е, es ，…， 是 下 的 基 , 记 以 非 异 阵 和 4 的 п AAR а, 
аз. се, 9. 也 是 天 四 的 基 。 
例 2 BAL, х, x, e, x" Кх] а, алана 
1, (x~ a), (ха), ++, (x-a) ойи EEA EG 
+393. 


Ba 为 某 个 取 定 的 实数 )。 盖 然 它 基 非 异 库 ， 毛 号 后 者 也 是 尺 Co] 
的 基 。 

用 定理 3.1 可 以 证 明 划 下 十 分 有 用 的 结论。 

定理 3.2 对 于 nn 维 线性 空间 六 中 任意 个 线性 无 关 的 向 最 
Bis fas ees В, 1н -1， 在 V RATER nr RNE 
的 向 量 Brens …， Ba 使 得 Bi Pos =, В, 构成 了 的 一 个 基 。 ® 


到 有 


Сау C Cnr f 
则 由 定型 3.1 BU Stk С К r Pk H АЕ 4.1 NIE 
En-r ЕЭ п КЕПШ 


(Ci Сар, се, C), J=r+1,-, ny 


Í си + Cir cure зе Cin 


| © m © бәр се Czn 


ба с” Car Crsrtl өө Can 
为 非 异 阵 。 令 
Ву = суо + cats +++ са, J=r+1, e, n, 
则 再 由 定理 3.1 的 充分 性 知 81, 5, B, 线性 无 关 , 因而 是 了 的 基 。 
证 毕 。 
例 3 мк) 


(аа) alat a) 


зр, 


下 的 过 滤 短 隆基 
1 O 
ef: г \ 
18-1 
| 


СД 2, Wk А, А 线 注 无 关 ， 易 见 4 阶 隆 


1 090 
2 в оо 
8-18 0 
4 3 1 4 


EER H, MAIER 


&s( i) alo ah 


使 Ai, Az, Аз, Ау ЭЛЙ МСК Ж, 
ЭЛЕ, ЖЕКЕ H ЕМЛЕ ИЯ ЖЕП 
前 次 已 经 提 到 , V 中 间 一 个 向 量 在 不 同 基 下 的 坐 怀 可 能 不 同 。 

例如 А.х] 

Кх) 

在 基 1, x, х?, an, XP 下 


0 TAIX + agx? t + + aX 
为 


ag, 01, е, Qar 


但 由 Taylor 展开 式 
По) уба) ECD (ко) POD (ха 
IOO (сау, 


пі 


MUCOWE38 1, (х- a), (х-а)4, ==, (= a 下 的 航标 为 
Ка), а), чур" ау, е, 796), 


s an ТОА 2906, 
Ë 57 RAR C, zs а, 
9, y ® 到 а, Ва, +, B, RRK ED С, MU 


+ 395. 


人 (2) 
GED 由 诸 假 设 条 件 可 得 


(В, Bas =, B.) = (о, а, =, а,)0, (3) 
ki t, 
O= (а.з, ao) | Ë е h ) 
к, L, 
h r [Л 
= Каа, арс] | Ë езе ы, 
1, 1, 
于 是 由 $ 2 的 命题 5 易 得 (2) 式 。 ж, 


НЕЗ) Е, (2) ИША, E 
ЗЛАЯ ЕС 所 确定 。 
3 н 


1. 给 定 Р, ИКАНА f. = r +1, Йа" 试 再 找 出 -1 
DAAR fn … faa W fo fs, а ЖИЙ [>], 
2. ЕМКОН А, A, An А, 构成 一 个 基 , 这 里 


aia) a(i 


3. 在 以 (RR) 中 
оа) вва (10А) а 
(13) ae( i i ysam 


0 1 оо 
GD RE An An An ANE Bef оо) Bh i g 8 
0 0 1 -1、， | 
1 1 #=( о) stea 
Gii) RAER В, Ba Ba Ba 下 的 坐标 ,、 
Е: 
+ 396 + 
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(i) Ш а, аз ау, а, 线性 无 关 ; 

Gi) $ 8, =а, tan у= аз аз, бу= ау + au Ва=а+аз+а, RH 
аз, а аз, a, 到 | i, Вз, Вз, В. ЧЕНЕ А M Po Po дь, В. an а 
аз, a 的 过 小 矩阵 B; 

Gii) 分 别 求 出 8= (1,0,0, OÆ аз, аз, аз, оч By, Bx. D. 有 下 的 
ў; 

(т) 哪些 4 УЛАА E ЛБ ТААТ. 

5. я Р(х) = 4х2 +20265 е, [5]. 

O ЖС) а 1, (z - 1), (х-1)°#, -FAE 

Gi) Ж#Ж1,(х-1), (z -1)2, (1-1) 81081, (z + 1), (z + 3, (z + 
Т) Pt EBE: 

Gii) 用 f(z) 在 上 述 两 个 基 之 间 的 坐标 变换 公式 求 出 f (z) Ж 3 1, 
{ж +1), (к+1)°, (z +1)° ЕЩЕ; 

Gv) 用 f(z) 美 于 x+1 的 Taylor RIS ЖЫ (х) 1, (z +1), 
{ж +1)°, (z +1)% TOET. 


84 子 空间 ,生成 向 量 组 与 线性 包 


一 、 线 性 子 空间 

RNE WRI 是 三 维 几何 空间 Уз 中 任 一 过 原点 的 平面 ， 
刚 中 向 量 关 于 Vs 中 向 量 加 法 和 数量 乘法 ， 显 然 也 成 线性 空间 。 
通常 就 说 工 是 Vs 的 一 个 子 空间 ， 仿 此 ， 对 抽象 线性 空间 也 可 引 
入 子 空间 的 概念 。 

定义 ” 设 V 是 数 域 基 上 线性 空间 ,5 是 了 的 非 空子 集 ， 如果 S 
关于 V 的 加 法 和 数量 乘法 也 成 上 线性 空间 ， 则 称 5 УМСА 
性 ) 子 空间 ， 

因为 5 是 线性 空间 7 的 子 集 ， 所 以 要 判定 8 是 于 空间 不 必 一 
一 重复 验证 线性 空间 的 九条 公理 ， 而 仅 需 满足 两 条 封闭 性 公理 就 

‚зәт. 


ү 空间 V 的 韭 空子 集 5 是 子 空间 的 充分 必 
要 条 件 是 
(1) a+ BES, Ул, B€ S, 
Gi) каЄ 8, УКЄК, аЄ5, 
HRA ME ИАЕА ЭРЕ 

Gii) ка 865, Yki, ЄК, а, BES, 

DENI 必要 性 是 显然 的 ， 现 证 充分 性 。 条件 (了) 就 是 公理 
(46)， 因 为 SEV, 所 以 (4) 在 5S PHARRR, ERG A k 
= -1, 有 -a=(-i)a€ 5S。 表册 条 件 (i) 得 知 V PARIE =a 
+(-а)Є5, H SEV АӨ 也 是 S 的 零 辣 量 ， 所 以 在 S B(A) 和 
(Аз). ЖҮР 是 (Mao)。 因 为 SSY， 所 以 (Mi)，(CMa)， 
(му) 和 (Ma) 在 S 中 必定 成 立 。 这 样 就 证 明了 8 是 天 上 的 线性 空 
є. 

(G), G) бш) [нр ЧЕ, BI EYER HE, wE. 

空间 耻 都 有 两 个 特殊 身子 空间 。 一 个 是 出 前 全 零 冬 
间 的 维 数 是 零 ， 另 
空间 为 平凡 子 室 间 。 除 


， 称 为 零 空 间 。 我 们 规 
一 一 个 就 是 了 本 各 我 们 水 这 两 个 特殊 的 子 
此 局 外 的 子 空间 就 称 为 非 衬 上 凡 子 空 辣 . 

如 果 ЕТА V ЖН БАЛЕ, 浓 据 维 数 的 定义 ,Y 的 任何 子 空 
BIWARA БА ЛЕН, Н. аи) ау), 

我 们 举 一 些 非 平 凡 子 空间 的 例子 。 

例 1 R,[xz]2E КАЈЛ Р ЕН], ЖЕЛЕ R. 

例 2 рга, 59] 是 R[a, DITER, ERE R, 

йз сит], ARE Q. 

Han maa 称 阵 集合 S.CR) 是 МСК уйй TER ERAR, 

例 5 WAR mxn SEE, п 

N= {х|Ах=®,хЄ КФ}, 

这 里 RI 是 nn 维 实 询 向 量 空间 ， 则 六 是 RR 的 的 子 空间 。 称 NN 是 齐 
次 线性 方程 组 Ax=0 的 解 空间 . 也 称 为 矩阵 4 的 核 空 间 。 
‚зо. 


ЖЭ, {ЕДИ К, ЄК, а, BEN 有 
Alka +k,B) = КуАв + ‚АВ = 0, 
故 由 定理 4.1 知 N 是 Rm 的 子 空间 。 


=, mt sering 

本 段 将 介绍 构 作 和 和 措 述 线 的 一 个 方法 

BV EE bit ТУЗЕ ar, ав, … EV, 15 

Masana) = Í Pa а Маек), 

定理 4.2 Lla, an o, УЮН, 

DEWI Llo w +, o%) 显 然 是 了 的 非 空子 集 。 企 取 КАЕ 
К, È kes, $ ha€ ааз e), WE 

=. i>i 


бу уа 
(Ж ка) (Ж) 

= 2 (+, Маз, в, =, а,), 
е 


于 是 由 定型 4.1 a, а, е.) V РЈ, 证 毕 。 

定义 (атаа еа.) оп, az, e, a ERER 
PRE, REH a о, +, а, ЖИТ Ш.Ж ол, оз, еа, W Ба 
os) 的 生成 自 置 组 ， 每 个 о, 称 为 生成 元 。 

BERI, Lla, аз, +, os) 是 了 中 所 有 包含 mi aa, се, а, 
的 子 空 间 中 最 小 者 , 它 似 乎 紧 紧 地 把 a, аз, 5, о, tB tE, 起 车 “最 
小 上 办 ?的 作用 , 故 称 为 线性 包 。 确 切 地 说 ， 它 有 如 下 三 个 特征 性 
质 ， 

G) L(a, az, o" а,) V ATEN 

GH) (ж, вз, os а.) (вд Oz, ty ahy 

Gii) V RES 8 (05, e, е, а.) 的 子 空间 3 ta Бод, 
@,зе,а,), 
易 见 , 上述 第 (ii 个 特征 性 质 是 定理 4.1 的 直接 堆 论 。 

REER, Lo, ap +», а, ОЕ ЯЗ КАС 

399. 


关 , 因 而 它 的 维 数 米 必 就 是 生成 元 的 个 数 ， 例 如 ， 若 Пла ЛЬ 
何 空 间 Уз 中 某 个 过 原点 的 平面 , sb озар, a 是 工 上 两 两 不 共 线 
的 4 个 向 量 , 则 工 (ayoayosyos) 就 是 整个 平面 BA, оз, 
а, 线性 州 关 , 而 其 中 线性 无 关内 明 的 最 大 个 数 2 恰好 就 是 荆 的 维 
ж. Жн 

定理 4.3 L(a, о, o, w.) ШИА Т oa о, …，w 中线 
性 无 关 向 量 的 最 大 个 数 . 

【证 明 】 Wans tusts On Жо, ар, е, а, 的 某 个 极 大 线 
性 无 关 组 ,《〈 即 它们 线 竹 无 关 ， 而 任 一 а, 都 可 天 为 它们 的 线性 组 
合 , ) 则 由 定理 2.1 的 推论 2, 这 个 上 是 唯 ~ 确定 的 ,与 极 大 无 关 组 
的 选择 无 关 。 据 极 大 无 关 性 的 定义 可 知 

a Є Ша, а„, G.) 1=1,2,.., s, 


但 L(a а. +, 64.) 是 线性 空间 , 故 
> ka, EL os， о), 
= 


即 
Llai, оз, те, AJEL Aus an е, оц), 
因为 反 向 包含 是 显然 的 ,所 以 
1а, а, y 0) = д, а е, а), 
但 Lo. ац, +, о) ғ, 所 以 定理 得 证 ， 证 毕 。 


BR, L(a, аз, oo 0s) 路线 性 无 关 疝 量 个 数 不 会 超过 5。 如 
Ж аз, az, +, о, ЖУ Е, ШУ = LCa, aa 6, а), 

例 6 对 任 一 确定 的 n, RCO, 2x jr fg a Et 

1, sinx, +, Sinnx, COSX, б, cGSHX 
的 线性 包 
L(l,sinx, ++, Sinnx, COSX, +, COSAX) 

是 无 限 维 空间 R[0，2x] 的 24+1 维 子 空间 ， 称 为 三 角 多 项 式 空 
H 

例 了 HARRA” i mxn pE Е Ax = 0 的 解 空间 ， 
В, В, +, Bue 是 Ах = 0 {КЕЙШ Ж. MY i pt h E EO g 8 
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区 8 
#k Ax = ОПО у n — r, 
例 8 БАДУ mxn H, АМ 
А = (а, G, e, 6.) 
ЗЕ а, ац, +, ал, ДЕ оу, аа, е, on 的 某 个 极 大 线性 无 关 组 , 记 
У = {Ах|хЄ Ry, 
ш К) 是 n 维 实 列 向 量 空间 . 则 
W = (аң. а„. +, „), 
【证明 】 易 见 W 是 R 人 "的 子 空间 ,由 Ae, =a, Hl a, € W, j= 
1,2,…, RnR。 所 以 
L(ai, а, a.) SW, 
反之 , 设 x= (Xs х0, + ‚ху, 则 由 


Ax=5 ка 
“| 
ж 


СІК, 9, , а,), 
所 以 W = (ал, аз, е, а„), 再 由 定理 4.3 的 证 明知 

М = Сац, oo 0 ), EE. 

在 例 5 中 己 讲 过 ， 例 7 中 的 N 称 为 矩阵 4 的 核 空间 。 我 们 表 
把 例 8 中 的 WW 称 为 矩阵 和 4 的 象 空间 ， 上 已 证 得 Ww 的 维 数 d(W)= 
TC4)=r 由 例 7 和 例 8 立刻 得 到 关于 给 定 的 ЖБ r Bj m xn р 
A 的 重要 结论 ，A 的 核 空间 的 维 数 与 4 的 象 空间 的 维 获 之 和 等 于 
4 的 列 数 即 
d(N)+d(W)= A f9 98k ACRO), 


з m 


L ЭК Бера У ТАҢЕЛЕ T 8 S 足 否 构成 子 空间 

G) КК-0, = 0. 即 有 理 系数 #4 维 行 向 量 全 体 ，S = Z。 MEAR a 
КИПТЕ Ж; 

Gi) K= R, V =M,(C), 


poh 
a |» вес). Е 

Хола nRa 
Gi) K=R, И M.(R), S з п ERREA, 


(G) КЕР. 
(vi) K =k. P 
n- 189 r, n 维 线性 空间 P 中 必 存 在 Е 
УРИ 
G) MRI) d: атн 
Gi) m V SV, H V e j (#,)<а(И»),` 
5, W да+ аа + а = 0 B. е0, 求证 

Llen аз) = L (as аз), 
6. PFARA (ау, an аһ) SER 
G) а= (2, 1,3, -1), а= (91,1, —8, 1), а, (1,0, 1, 1 


12 10 1 4 
69 ва+{ › 1 ), ==( 1). (5 1 ). 
Л. 求证 a 阶 非 齐 次 比 性 方程 组 
ziat ada лла, 6, а, Бе 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 


Llan as = a.) = Llan ax е, am В), 


Ио Ww 


$5 子 空间 的 和 与 直接 和 
本 节 所 引进 的 子 空间 前 交 , 和 与 直 拒 和 的 概念 ,是 线性 弯 间 理 


论 中 必 不 可 少 的 广 效 工具 之 一 。 借 助 于 直接 和 ， 可 把 离 维 空间 化 
为 低 维 空间 来 研究 。 


一 、 子 空间 的 和 与 交 , 直接 和 
W Уз 是 三 维 (几何 ) 空 间 ， 开 是 任 一 过 原点 的 平面 在 上 
402. 


ЧЕ Їр; t; 


任意 璃 定西 条 过 原点 的 互 噶 贞 线 1 TH Га, ШЫ? 
四 边 形 法 网 可 证 
П = {ау + azla EL, w € LY, 
又 如 ,Il П, 是 V; АО, ДАВЯТ 
Vy= (ау ае, ЄП), 
RREH, ТИЛДИК I ARE L Ч Z S Jt, Ti V| 8 t 
п; ZAP RAR RAAT ARE RRES Fk. 
定义 BV MV ЖК КЮЕ БУ 的 两 个 子 空 间 , 则 称 
УУ = (а +оо EV, as € Vy) 
为 Vi 与 Vz 之 和 。 
Э, УУ = Vat Vi, 
命题 3 Vi+V; 是 了 的 子 空间 。 
I 证 明 】 显然 ,Yi+Y: У ШАВАР, Н a ta, Bit 
BREV +V,, ki, ЄК, 
Көз + aa) + ka Bs + 82) 
= (цат + kab) + (а + каво) EY, t Vy, 
WAV + V 是 了 的 子 空间 . TE, 
两 个 子 空间 Vi УУ, 的 和 Vi +V; 是 了 的 问 时 包含 Yi Va 
的 子 空间 中 的 最 小 省 , 它 起 着 “最 小 上 界 ” 的 作用 . 
Ж Уу= Lo, t, ap), УСД, +, Ba), MBE 
Vit Vo= L(a, ar 有 
这 反映 了 线性 包 与 子 空间 的 和 之 问 的 关系 。 
设 V 与 VY 是 XK 上 线性 空间 V 的 两 个 巴 空 间 ， 则 作为 集合 , 它 
们 有 交集 


У. ПУ = (a|a€ Vi, aC Vp, 
因为 6EYiny:， 所 以 了 nyz УЗЕТ, ВУ, ПУ = V, 
ny. 
命题 2 УПУ; Z УРУБ). 
【证 明 】 对 a. 8BEVINV:. k, IEK. BRA 
ka+lBEV: 和 Ке+1ЗЄЎ,, 


*403 ， 


Ж ка i BEVI AV ЕФ. 

类 似 地 ,两 个 子 空间 V, 5 V, 之 交 ViNV: 是 V 的 同时 含 在 Vs 
与 yz 之 中 的 子 空 间 中 的 最 大 者 , 它 起 着 “最 大 下 界 ? 的 作用 。 

定义 ДЖУ НУ, ЖУ ТЫН, B V, 0 V, = 0, ШУ 与 
V, 的 交集 仪 含 零 向 量 ， 则 称 子 空间 V; 5 V; 的 和 V. + Vz 为 直接 
ж, ЛЕ Vit V= УФУ), AARM У, ФУ, 335 У, 5 Уз 
直接 和 。 

定理 5.1 设 V 与 Vi 是 线性 空间 V 的 子 空间 ， 

G) ФУ, +У, = УУ, ДИЕ -aE Vit Va, 必 存 在 唯一 
Ba EV, a € V, Фао +аз, ВУ, +V: 中 的 任 一 向 量 的 这 
种 分 解 式 是 唯一 的 。 

CH) 如 果 Vit V. 中 的 零 向 量 的 分 解 式 是 唯一 的 ， 风 9= + 
0, WJ V, +V, = УФУ, 

DEII G) 设 Vi+V EBI, M V, n V, = 8, 如 果 对 a € 
У+Ў;, ЖЕ aa, ЄЎ, оз, &ЄЎ; аза а= hi + Ёз, WI 

æ- В = В - о € V, V = 0, 
所 以 m = б, = Bo, 

Gi) # Жаєў,ПУ;, ШаЄєу, B ec V,, В -аЄу,, F 

是 得 到 6 的 两 种 类 示 法 

G=0+0=a+(—0), 
这 里 6, saEVi， 6, -аЄУ,, HSM: а= б, 故 Vi+Vs 是 直接 
m, w, 

定理 5.2 设 V 是 n 维 线性 空间 V 的 + 维 非 平凡 子 空间 ， 则 
PEV п-т 维 子 空间 Vy, УУ ФУ, 

DEWI Wan, ar 是 Vi 的 基 , 它们 当然 是 了 中 线性 无 关 
商量 组 , 由 定理 3.2, DEE are …， ЄЎ а, се, а, ауу, 
а, ЖУМ. ЕУ; = (асыу =, ea). Hasa, a JE 
ЖЖ, БОЕЛУП = 6, ВД УУ ФУ. 证 毕 。 

# v =V,@V;, 则 称 Vi 为 Vs 在 V 中 的 补 空间 或 余 空间 ， 也 
称 V: 为 VV 在 V 中 的 补 空间 或 余 空 间 ， 显 然 , 此 时 V, t V; EA 
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补 空间 或 余 空 间 。 


=. RRAZ 
定理 5.3 У 与 Ya 是 线性 空间 7 的 两 个 有 限 维 子 空间， 

则 有 如 下 维 数 公式 
(Vi) + AAV) = dV + V2) + dV ПУ»), (1) 


GEW] 14У) =, (У) =t, VNV) =p. 
如 果 p= 0, 则 Vinys=6. ER Vi МЕ В, s В, RI V; Йй 
Mud …， 0s。 易 见 , Bi， …， Bas д, е, б, 是 Vi+V 中 的 线性 无 
关 向 量 组 , 且 
Vi +V = LCi, е, Bes бу, с", б), 
因此 ,此 时 维 数 公式 成 立 ， 

现 设 p>0, Ban, a> У, ПУ 的 一 个 基 。 如 果 p=s 或 
p=t, У ПУ = У, R Vi ПУ = Vz, ЖЖ Vi +V. Va V i+ Vy 
=Yi。 此 时 , 维 数 公式 也 成 立 。 所 以 仅 需 考虑 0<p<s 且 0<p<t 
的 情形 。 由 定理 3.2, VNV: 的 基 ал, ее, ay 可 和 分别 扩充 为 Vi; 的 
基 

Gy, ay Bi, a В,» 
和 Vi 的 基 


@ е, ар, Ôi, e epa 
车 能 证 明 dCVi+ V2)=s+t~ 了 , 则 就 得 到 维 数 公式 (1)， 为 此 , 考 
БЫН 
в, е, apb, ty Ё-›}д1, ә буз, (2) 
首先 证 明 (2) 是 Yi + V; 的 生成 向 量 组 ,事实 上 ,有 
Vi= (о, 5", а, pp)， 
Va= 10а}, +, вр, Ôr, tt, бв)» 
则 
Vit Vo= LCa, ee, ар, Bis tty Вава Dis tts бев), + 
其 次 证 明 (2) 线 性 无 关 ， 设 
«405 . 


Я 
2, сї кр | 
Ў ао + у bh- z, c, (9) 
:ПУз, 所 以 有 
-~ Hoo 2 d. 

18 а, =, вв, б, +, б.» ЖУ 的 基 ， 所 以 必 有 ce= 9, i=1,3， 

-Р. И аду е» ар, Ву, е, В.о Уз RIE, 出 (3) 式 立 得 
а= 0,121, 2, 1, р, = 0.151, 2,0, 5-р, MUHTAC) 

Иа РЫ ТИЛ, 

定理 5.4 У 与 Vs 是 线性 空间 V 的 有 限 维 子 空间 , ИТУ, 
TV; 是 站 接种 当 且 仅 当 

(У, + V2) = (Vi) +47). 

推论 ИУ SV. дна Ура, ШЖ (У) 
+97) >и, MJ Vi ПУ 中 必 会 有 非 零 向 基 。 

【证 明 】 由 条 化 有 

Ч(У,+У›)<п<4(У,) +4(У,), 

所 以 据 定理 5.4 Yit У 不 是 直接 和 ， 故 V, D V, таят 
aa. 

A BERORR AREER. {ЕҢ п Br pag Bs 4, 
有 分 鲜 式 


х 804 


КӨ = ФМ, 
Др И/ Ж АШ А, УБАДА, 
CEWL ТИ {б—«єЄке®Щ 


а= Аа +{а- Aa), 
BI НИЕ ДИ Аа 6 W. EH A= А 8 А(а- Аа) =0, WD 
a-AcEN, {Ж 
Rz W +N, d(W + N)= n, 
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根据 $4 的 俩 7 和 例 8, 得 到 
а + №) аи) dN), 
Л, HEA 5.4 A Re) = ФМ, 证 毕 。 


三 、 无 关子 空间 , 有 限 个 子 空间 的 直接 和 

前 面 讨论 的 是 两 个 子 空 闻 的 和 与 直接 和 .现在 ,要 把 它们 推广 
到 任意 有 限 多 个 子 空间 上 去 , BV V, e, V, 是 了 的 子 空间 ,天 
为 在 线性 空间 中 ,向 量 如 法 是 满足 结合 律 和 交换 律 的 ,所 以 可 如 
纳 地 定义 学 空间 的 和 如 下 : 

Vit Vot V= (Vit V) +Уз, 
Vit Vte t V= (Vite tV) +V’ 5223, 
易 见 ,有 限 个 子 空 间 的 和 仍 是 了 的 子 空 间 , LEMARI AER M 
括号 , 也 可 以 任意 调换 求 和 次 序 。 

三 个 以 上 的 子 空间 的 交接 和 的 定义 就 比较 复杂 一 些 ， 我 们 先 
注意 以 下 两 个 例子 的 不 同 之 处 。 

ПЖ Li, Ly, Ls 分 别 是 三 维 几何 空间 Vs 中 过 原点 的 三 个 从 
标 轴 上 的 向 量 集 合 , 则 它们 都 是 Ys 的 一 维 于 空间 , 县 满足 以 下 条 
件 ， 

LNL N = 6 (4) 
С 1) = LN Cla у=, (L+ L,)=0, (5) 

WÈ Li, Lz, L, ДЕУ PARRE 直 
线 上 的 向 量 集 合 ,它们 都 是 V, 的 一 维 子 空间 , 且 满 足以 下 条 件 : 
Lif LN Ls= 0 (6) 
Li L; =L, (L = L, | Ls =8, (7) 
304506) — 508, НАРС) В АНТ), BEZ 
不 然 ,所 以 条 件 (5) 比 条 件 (7) 要 求 更 高 。 更 进一步 , 由 条 件 (5) 
条 件 (4)， 所 以 我 们 将 把 满足 条 件 (5) 作 为 子 空间 直接 和 定 


З 设 V 是 数 域 K 
т, t SS, 线 隆 无 关 的 充分 


Т. V RETRA а,в, 
件 是 ,对 位 意 1 <i<s 有 
ай. 


LCa) (ба) + e t Llai) + (олы) + + L(a,))=0, (8) 

K BL. L(a, ERNE о, 的 线性 包 , МИҢ о, aR BJ ETER 

【证 明 】 必要 性 。 任 取 

ВЄ L(a) Y (L(ai) + = + (оа 1) + La +t + L(a,)), 
WFE КЄК, ї=1, 2, -.,5 E 

В = Ка, = Кушу е + д у fk Qa + H Kate 

但 ,02，…, a 线性 无 关 , 记 以 所 有 =0, BD 8 = 6, 

充分 性 。 设 

Куа, + Ку 十 + К,а, = 8, 

如 果 有 某 个 Js0 M a TRH о, ++, л, ану, +, а, 的 线性 
组 合 ,所 以 

а Є LN (Lla) + ацл) (аа) ++ + L(a,)), 
但 于 9, ХУЖЕ), Л ап, аз, +, a 线性 无 关 。 证 毕 。 

这 说 明 ， 非 零 向 量 组 的 线性 无 关 性 可 用 相应 子 空间 的 关系 式 
《8) 来 刻 划 ， 仿 此 ,我们 引入 无 关子 空间 与 直接 和 的 宏 念 。 

ЖХ W Vi, Vo, V, V BJ EER T 9р, 222, MEN 
任意 1<i<s 都 有 

МОИ И +V tee +V) 0, 
则 称 Уз, У», =, V, 38235 ЗЕ 0]. ШЕН, ТЕТИРИ +V ++ 
+V, 就 称 为 直接 和 , зао 
УУУ, = VONG DV,, 

ЖА, Н VOVO ФУ, 表示 Vi, Уз, c V, 的 直接 和 。 

定理 5.5 设 Vi,Vs，…，V, 是 K 上 线性 空间 V 的 有 限 维 非 
平 几 子 空 间 , 风 以 下 四 个 条 5 

G) Vi+V, + у, = VO 

Gi) (УИ) ЙИ оз 

Gi) Vi +YV;+ +У, ги IE— Et о р-р, 

aaj ak се tas G GC Vi lm l1,2, 0, S3 

Gv) (У У У) аи) + (Уу t. + d(V,). 1 

DESI 我 们 和 采 几 循环 论证 法 。 
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GSi 位 取 2<іс BAË 
(Vate И) NV 
S(Vi tee + Vga t Va tee +V.) V, = 
BGR r, 
(i)i). Враєу +V + +V, 
ата; ++ +a, = В+ В+ +B,, 
这 里 4, BEV, 1=1, 2, =, s, W 
а, В, = (Ва) + (08-06) +. t (Bri mant) 
EV, ПСИ + У + +V,.1) =0, 
所 以 m = В, ар+ а= В+ +В, ВАСО А 
可 一 一 证 得 m =8,,1=1,2, 6,2-1, азн, 
@й)= (1), É Vi, Уз, +, V, 的 基 依 次 为 
Oriy lm Ais y бт 
кезед, еу Gia (9) 
则 由 子 空间 和 的 定义 ， УУ +V, фо: ВИА а 必 可 表 为 这 
Mtt tn, пазад, 车 能 证 明 向 重组 (9) 线 性 无 
关 , 则 就 证 明了 (iv)。 设 
È Bikes =0, 
= = 
记 
= шон, 11,2, =s, 
显然 ,BLEV,， $ 8 = 96。 但 由 条 件 (ii) 知 每 一 负 = 9, 于 是 
ra, й=1,2,+е,5, 
В. ж, ав, +, а, Е V, Е, ЖЕРГИ! = 0. 这 就 证 明了 向 量 组 
(9) 线 性 无 关 , 央 而 是 Vi +V + = +V, 的 基 。 
GVS), PR Vi, Vz, б, V, IU PEA 
空间 和 的 定义 知 (9) 是 Vi+ Vy + => +V, ER 


Vit Vate +V, 
= Llai, s mu, 


RTE (9), ШТ 
ti, 即 


oa 


MEIER V I+ Vis e +Y. 
性 无 关 向 量 的 个 数 , 现在 有 有 
ACV, +V tee +V.) gi tn +t +t 
故 (9) 为 线性 无 关 组 。 
对 任 一 1<is, 任 取 
x €V, (Vi tt Vt Vate +V, 


s aE ЖОЖ ДА+ IB отка 


则 


s: 
x= У) Кинан 


М мз 
ED Кие + Ыы kinsten 
= = 


十 ладан ев + Б Кау, 


但 C9) 是 线性 无 关 组 ,所 有 ka = 0, Р х, 0, 即 
У ПС + Vt Vt +V.)= 0, 
{#=1,2,-®,5, 这 就 证 明了 (i 成 立 。 В, 


3 a 


LO жу жак, 和 Js DEVA EN ETAR WE 
VNV 的 所 有 可 能 出 现 的 维 数 ， 
Gi) 对 7 维 空 间 信 的 4 维 子 空间 六 1 与 5 维 子 空 辣 六 ,讨论 上 述 问 
m. 
2, Su y oss У, 是 线性 空间 了 的 子 宅 间 , 求 证 
UPa s) SA) AVD ++ +4070, 
2. ЖУ, Уз, УЛКЕШ ATER RE 
O VN ПР) = (УП з) + (ЛП), 
GD ++ Vit (Ут ПУ, 
4. E MAKEKE 阶 阵 全体 所 成 的 线性 室 间 , S, 和 S 分别 是 
K En ИЗИП 阶 反 对 称 降 全 体 所 成 的 子 空间 ,求证 M。( 肛 ) = 3 人 So 
5. фач (а, ө, a) E R 中 给 定 的 一 个 实 向 晶 , 下 容 аео, 


求证 
G) 5 = {2|а'т=0, гер ЕСТ 
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CD Pe 
ЖЕР 

Gi) пе = ser. 

6. ШИ =V ӘУ, 其 中 

V. Val oD pV... (sl. 2,5, r, 

ш 
УФ-Ф 
И. 


86 улу, РЕР јар Ар 


—. айу 

ЛЕВ] ААЙ АО 2 H ВСТА ЕА 
Кх) 是 定义 在 实 闭 区 间 cxt НЗД, О), RN 
也 可 以 这 样 看 ,对 于 [ay, 5] 中 的 任 一 实数 x, 通过 西数 下 АРНЕ 
确定 一 个 实数 9 与 之 对 应 ， 这 个 Y MERRE). ЕИН 
事实 表示 为 

бху R x 

把 函数 概念 一 般 化 ,我 们 引进 

定义 设 S 和 TT 是 任意 两 个 集 食 . 如 果 存 在 某 个 对 应 关系 , 记 
Ж п, 使 得 对 S 中 任 一 元 紊 s, 在 工 中 必 符 在 唯一 的 元 素 上 与 相 
对 应 , 则 称 此 0 是 8 映 入 T( 内 ) 的 ( 单 往 ) 映 射 , 记 为 


gis=t оз 5 t. 

ВАДЕ Л, 又 往往 把 这 件 事 写 成 上 = (s), MRI, АЛ 
就 可 记 为 >0(s)。 称 为 在 0 之 下 的 像 , 称 s 汐 1 在 0 之 下 的 
一 个 原 像 , 它 冰 不 一 定 是 唯一 的 。 

必须 强调 指出 : 某 个 对 应 关系 口 лаа, ЯНЕ 
以 下 三 个 条 件 :S 中 任 一 元 素 都 有 像 ， 像 必 在 并 中 , 且 像 是 唯一 的 ， 
这 三 者 不 可 缺 一 。 

集合 S 在 映射 ? 下 的 像 集 指 的 是 集 


“п. 


oE) (G s) Ee ЗЕТ, 

ЯП Бан 28, ШК ро RS B A T BS P: 
射 。 

G) MRS) =Т, 也 就 是 说 , T 中 任 一 元 素 上 ELTE) 
有 一 个 原 像 8:0(s)=t, 则 称 0 是 $5 映 到 了 的 满 射 ， 易 匈 ， 任 意 映 
射 o。 必 是 5 映 到 ol5) 的 满 射 。 

GH) WRS 中 任意 两 个 不 同 的 元 素 %，% ， 在 工 中 的 像 也 不 
BJ, 也 就 是 说 , 当 О(з,) = оН з = ss, 则 称 0 是 5 RA Т? 
BM. 

Өн) 如 果 o MEWA ER, RIRA o 是 S 到 了 的 双 
射 或 一 一 对 应 。 

现在 ,我 们 通过 一 些 例子 来 涪 明 这 些 概念 。 

例 1 对 任 一 x= (а, as s aY ERO, 可 定义 其 长 度 


[аі = мата + +а?, 


Да $ ар RO BA ААЯТ. BARERA EAA е 
度 , 所 以 5 不 是 单 射 。 因 为 |ei 必 是 非 负 实数 ， 所 以 o Ж ROR 
到 RR 的 注射 、 当 然 ,0 是 中 歇 到 非 负 实 数 集合 上 的 满 射 。 

例 2 Ms(CR) 是 mr 阶 实 方 阵 集合 。 对 任 一 AEM(R)， 可 求 出 
其 行列 式 det4, 则 4 > detA 是 M.(R) RA RRRS. BAR A 
的 拢 阵 的 行列 式 可 能 相同 ， 所 以 o 不 是 单 射 ， 因 为 对 任 一 实数 a， 
DE n ЙДЕ Р = [1, …，1, а), FIRA a, 所 以 0 是 M。 
(К) R йау. 

例 3 取 5 为 闭 区 间 [0, 17, T 为 实数 集合 , M Kx) = 和 显然 
ESRA TANA, ТАТ. 

例 4 设 Z 和 EE 分 别 表示 全 体 整 数 集合 和 全 体 偶数 集合 ， 则 
п 5 2n 是 Z 映 到 EB 的 双 射 。 

确切 弄 清 映射 的 类 型 ,是 十 分 重要 的 。 不 同类 型 的 喘 射 ,有 着 
本 质 不 同 的 性 质 。 读 者 务 需 寞 消 概念 ,熟练 学 握 , ИЛЫШ. 

定义 SRAS HARKAK A S 上 的 变换 如果 对 所 有 : 
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ESRA O(s) =s, 则 称 0 为 粳 等 变换 ， 或 单位 变换 ,常用 1, AR, 
在 无 需 指明 S 时 就 记 为 1*。 

如 何 定义 两 个 映射 相等 ? 设 0 和 + Е 映 入 工 的 上 映射。 如 
果 对 任何 sES 都 有 0(s)=TCs), ДКО 和 T Жар, усет, Ж 
则 , 称 为 不 相等 , 记 为 0 三 r。 显然, 定义 在 两 对 不 同 的 集合 上 的 映 
射 是 不 可 能 相等 的 。 

两 个 映射 如 何 相 乘 ? ШИШЕ ИП ЖТ 设 5, T, U 是 三 个 
集合 ,of 是 S 贞 入 了 的 映射 ,z 是 T 映 入 口 的 映射 , 则 定义 

(то)(зу=т(о(в)), ҸЄ5, 
ЗК то 是 0 ir ARR (Вето 是 先 作用 о, 后 作用 z.) 易 见 ， 
To 是 S 映 入 口 的 映射 根据 这 个 定义 ,or 是 没有 意义 的 ， 除 非 局 
=S. 此 时 ,of 是 了 上 的 变换 ,ro 是 8 上 的 变换 。 因 此 ， 任 意 集合 
S 上 的 任意 两 个 变换 都 是 可 以 相 乘 的 。 
设 p, от ЖБ ХАТ, TRAUMURA УТ, 
Ж ОЕ О ЖЕЛ ЖАЙ E ОВО, Bl 
(то)р = т(ар), 

下 面 我 们 着 重 讨论 一 下 双 射 . 设 是 S 映 到 了 的 双 射 。 因 为 
o 是 满 射 ,所 以 对 任 一 KET, ЛЕТЕ s€ S f c(s) = t. 进一步 可 证 
这 个 * 是 由 上 唯一 确定 的 。 事 实 上 ， 如 果 另 有 si ES 使 os)= 白 
则 由 o 是 单 射 知 s=si。 因 此 ,对 任 一 ifET, 必 有 唯一 的 SGS 与 之 
对 应 ,这 恰好 说 明 , 这 个 新 建立 起 米 的 对 应 关系 , 记 为 +, 是 T 映 到 
SÈKE. RET 的 定义 ,对 任 一 *ES 有 

(тоу(ву=т(о(вуу=т(їу=з, 
这 说 明 то= 1, ЕН, 我 们 称 z Жо 的 递 映射 ， 记 为 = oni, F 
Жо0°(ту=з, 注意 , 只 有 双 射 才 存 在 道 哆 射 ， 故 双 射 又 称 为 可 道 
映射 。 有 时 ,也 用 记号 
DiS4 一 >t， s€S, tET, 

表示 5 映 到 了 的 双 射 。 

Жа 是 S 映 到 全 的 双 射 :0(s)= 刀 , 则 o 0 о ТЮЕ 
SRA) =s, НЕ 
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omip=1， 和 0071= in 
因而 9 型 07! НИ 
特别 .S 殿 到 8 自身 之 上 的 双 射 of RATER, o gA o 
HARR, 此 时 有 关系 式 
а-а" =051.0=1, 
0 J| = 15, KERA 
б+07%=@7!.0=1*%, 


п. пиене 
ВУЖ ZN, КО 是 KK 上 的 n 维 
讨论 中 ,我 们 发 现 , 凡 在 四 中 成 六 
这 个 事实 告诉 我 们 :在 这 两 者 之 
它 就 是 永 段 所 要 讨论 的 所 谓 “ 亲 


КОЕТ. 
在 了 中 任意 取 定 一 个 基 од, ав, es ne MAJE F a= 
(ku kos s k.) EKW, ж пр А Бр 
Oo) = kiwi + Kama + ee +К € V, 
这 个 a ій ola) 
Бад, оз, +, РЕ 因为 ma оз, е, om 是 六 的 基 ， 
BIDA K) 中 不 同 的 列 册 最 x 与 8 决定 了 中 不 同 的 向 晶 cfa) 与 
9(8), 因此 ,0 古音 射 ,对 任 一 V2= Көз tka + + „ЄЎ, ДГ 
а= (kis EK 使 g(a)=v, 所 以 0 是 满 射 。 这 就 是 说 ， 
o Jë Kik 9] V 的 双 射 。 
进一步 可 证 ,这 个 5 还 具有 如 下 泪 质 ， 

о(а+8) =0(0) +0(8), 

о(ка) = Коба), 
Жа, BEKO, КЄК, ÈR GRALA IAT ARE KO 中 的 
GH, МИРУ RAIAS AOR ПЛАНЫН 
Ї1, Ж ШЛГЕН. 8 

a= (ki, kz, 0, ka)’, B= Ch, h, e, hY 


су й be 
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Корр, I 
а+В= (К+, tb, +, k. ths)’, 
ka= (kki, kko, Ko) 
于 是 显然 有 
о(а+ В) = (ki + l)a + (k +) + + Cin + 1), 
=0(а) +0(8), 
G(ka) = (кк; )а + (КК») + + (К), 
= к(а), 
Й, K) j V 2 ВУ с BBS ДОД ЖЕ 
一 一 对 应 , 所以 凡是 仅仅 由 加法 与 :出 来 的 所 有 广 质 ,如果 
外 中 成 立 , 则 经 过 这 种 双 庙 0 以 后 ， 在 了 中 一 定 成 立 。 因此， 
MEV p HIAR, RER Ж KM RAIAR pl 
了 了， 中 于 这 个 缘故 ,我 们 成 说 ,KOI 与 也 有 而 同 的 代 获 结构 ， 或 
ЇЙ, 它们 有 共 回 前 构造 ,其 确切 的 定义 如 下 ， 
定义 设 V 与 VW 是 数 城 K 上 两 个 线 必 空间 (不 一 定 是 有 限 维 
的 ),o RV RR V АО, Ro 
(i) ola+8)=0(a)+0(8), Ya, BEVI 
Ci) o(ka)= ko(a), YaEV,kEK, (1) 
或 者 与 此 等 价 地 ,a 满足 
(11) о(ка +18) = Ко(а) +19(8), Ya, BEV, k, IEK, 
则 称 0 是 了 到 У" БАЕК -- 48. Р, 到 V 自身 之 
ERARA AKA RR 
ЖУ 与 V' ERRE, ЛАРЕ У a V Т 
ро, ЖЕНЕ VS RERA BAKI) o, TREN VEV, 
Ду, Шо ЖУУ” ERRERA RAEO. 因为 
А, JERAWAT о! д V 到 站 的 双 身 ,进一步 有 
oola) to(B))=o (olatB))=a+8 
=97%(0(а)) to (o(8))i 
g Y(ko(a))= o" (o(ka))=ka=ka 1(o(a)), 


在 


H 
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RE aN EV 中 任意 两 个 向 县 ( 这 是 因为 0 是 满 射 ,Y“ 中 


任 一 向 量 必 可 写 为 0(a) 的 形状 )， 
Y IV LAERA, BV ШУ, 


КАКЕ. XAH o E 
所 以 ， 线 性 空间 之 间 的 同 构 关 


ЖАШ, MH VSV др, VA VSV, 反之 也 然 。 更 进 一 
F, ЕАН, E VSV, VEV”, Шр усу”, PRE Бо 


жт ЕЖУ #J V AV 到 V* ERR 


i ， 则 不 难 验证 双 射 


e Rir 的 乘积 rc 仍 是 双 射 , 且 仍 满足 (1) 式 ,所 以 to 是 V 到 V* 上 


的 周 构 映射 。 显然 , 间 构 关系 只 有 
为 恒 等 跨 射 、 因 此， 我 们 可 把 1 
Жж. 
йй Ж BRIR E, ЗЕНГИ 
命题 1 ЙК Б ny 
ЕА 
另外 , 线性 空间 之 问 的 同 构 映 
命题 2 设 " 是 7 到 Y' 上 的 


反 身 性 :YSY，, 其 同 构 映 射 可 取 
-线性 空间 全 体 按 同 构 关系 分 


得 
线性 空间 Y ЖЫ Ki) Bj Н, Bp 


射 还 有 如 下 性 质 ， 
辣 构 映射 , 则 


G) c(6)= 2%， 这 里 9 和 8 УЯУ” 的 零 向 量 ; 


Gi) о(-а)= -о(а), Маву; 


(ш) а, а, e", w, 是 了 中 线 


上 无 关 疝 量 组 的 充分 必要 条 件 


Ж оба), об), …， om) 是 Y' 中 线性 无 关 向 量 组 。 


【证 明 】 (0) 任 取 aEV, 有 


o(0)=0(0.0)= 


0.o(a)= 89, 


Gi) о(-а)=0((-1)@)=( - 1)0(а)= -о(а), 


GHi) 设 
kiola) + k.G(a,) +. 
因为 0 是 同 梅 映射 ,用 归纳 法 可 得 


(Ara) à 


8000) =, о RAMA È к, 


~ +kao(a,)= 0, 


ko(a)= 0, 


ab (Ва, а, +, а, Е 


ER {1 = 0, БИШ обо), оа), ~, AREER. 
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2, оа), оба), ++, CARTER, ШЖ 0), ов, +, 
4 线性 相关 ,存在 不 全 为 堆 的 所 ,要 ，…, a ВЕ Sik =, 则 有 


È юо)=о (È һа) =0(0)=0, 
这 是 一 个 矛盾 ,所 以 mi, ов, е, а, 必 线 性 无 关 。 ж, 

定理 6.1 УУ 是 数 城 X 上 商 个 有 限 维 线性 空间 ， 则 
Y= 当 且 仅 当 ау) = (V), 

DEMI VIE, Шо V EJV' 上 的 同 构 映射 ,d(Y) =л,{Е 
ШУ а,в, +, as. ВО 2, оба), (az), ~, о(о„)Ж&У” 
中 线性 无 关 组 ， 任 取 pr ЄЎ”, 因为 0 是 满 射 ， 存 在 BEV 使 o(p) 
=P, x. 

B= kiat kam е + Kae 
ERRNO ZTE 
B = OCB) = kiola) + kaolo) ++ + kalan) 
这 就 证 明了 ofm)，o(as)，.…，o(a) 是 Vi 的 基 ， 因 此 (V1)=# 
=d(y), 

ЖА. W d(V)=dKV2)=n, ШШ ДУК, угш 

KY。 岂 同 构 关系 的 对 称 性 得 Km 守 V'，, 再 由 传递 性 得 VV 
证 毕 。 
3 Шш 
L ТА SIRAY T HRI o САВ, PARID: 
O 5=0418], T=R, of Ga) fede; 


Gi) $=0[1, Т=О,о:/(а) = [И (a) ds; 
Gü) S= T = (210421, зе}, oiz>z”; 
(iv) S= K, T=K, oa aa yan) +2 а 


(0) 5-0. Те Р, о:(а, 0n os, 中 > 总 КЗ 
(vi) S-M(R), T = C,, 
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Qn om t dpa 
Ga, Gas `° Gas 
(riy =Т= Ла], oi) a), RER HT 
(vili) S= l(z,u)]|z, ye R,z24a = Y, 
Те (е) leo те, zl+ i= Ay, 
а(х, g)> (жь) = (25, 2ш), 
ШЕН Q, ЕСК ER RARAS, MK ÆA 
Ж. 
2. ERARI 105% 


MATER. V ДНК E n н, 
а 9, + аа FEV 1832, S= 18, Въ се, Ba EV PARARE. WA 

В, = ада + aag +h + шад, È 

* A= (о) 5 个 数 从 好 就 是 4 的 秩 。 

3. 设 S={alslaeR}, RE T. 8: n 

КООН, ШШ осі, ooi Moha, 


2, on ту 


单位 阵 。 证明 оо], о ASR 


1.、Cu[z] 和 表示 次 数 下 
ра (БОВ Нда 


(ü) RE Cale ppr 
(人 
对 C 


аа fo fo Р, 的 


t f(z) = BLT tat r. t Qa ma" 


ЖЕШ; 
fe ье. fa 


所 的 任何 一 个 非 平凡 子 空 间 六 都 
可 作为 某 个 齐 次 

3，, 设 4 是 从 КО n 给 实 列 内 和 空间 ,求证 
а|а'Да -0, aeR™} 


Ahun- А 


18. 


4， 设 0 是 满 秩 实 二 次 型 (24 za ул) rAr HISE. RE 
ве] (п - 1818263 И», EEH ае, 必 有 аЛа =0, 


5. (Steinitz PRZE) 设 А, An …, 8, 是 线 竹 包 Llan аъ ак) 
ЧИТИ ЭЖЕН, 1<s, 则 在 а а, +, а, 中 必 存 在 a Am "u a 
E 

Llas аъ. а) = аы, ад, ано Bi n се, В). 

6. ШУ LRE RE 

G) #V iS V. RV EE АЛЕ, WAHE ае афу, 
县 афу; 

Gi) 38 Vo Va, VV s 个 非 平凡 子 空间 , 则 必 存 在 ае ае 
Faial, 2 on s. 

《提示 ,对 5 用 归纳 法 ， 作 归纳 假设 ; Aracy agru j=1, 2,…， 
5 一 1 分 两 种 请 形 ， 车 аф, MEGHE. Kaena, ШНУР, 是非 下 
Ай» RAEV, BEV, BLEF o Vy У, V ПЕВ Ж 


ЕТЕЙ» 1 中 的 其 些 Р, 进行 讨论 。 在 前 者 情形 下 , 易 证 a+ kE 
Кїз 1,2,…, 8; 在 后 者 情形 下 ,可 证 只 能 有 有 限 多 个 EK 使 a+ hE V n 


КАХ, НЕВА ачи, i=1,2, e, s.) 


|. t°. 


第 十 章 ”线性 映射 与 线性 变换 


在 上 一 章 中 已 经 提 到 ,线性 空间 之 间 的 同 构 , 刻 划 了 这 两 个 空 
闻 的 某 种 本 质 上 的 一 致 ,或者 说 , 它们 有 相同 的 代数 结构 . 线性 空 
沁 之 癌 的 阅 构 喘 庙 首先 要 求 是 双 射 。 然 而 有 大 量 的 线性 空间 之 岂 
的 映射 存在 ,它们 虽然 不 是 双 射 ,但 也 保持 加 法 与 数量 敢 法 的 对 应 
关系 。 这 种 映射 将 被 称 为 线性 映 冉 。 它 们 是 更 广泛 的 ， 因 而 也 是 
最 基本 的 映射 ,本 章 将 讨论 线性 观 射 的 基本 性质 ,线性 变换 的 基本 
运算 ， 并 把 线性 变换 与 线性 空间 的 不 变 子 空间 这 两 个 概念 紧密 联 


$1 线性 映射 .线性 变换 与 线性 函数 


定义 БУНУ 是 数 域 K 上 的 两 个 线性 空间 ,0 ЖУА, V, 
HAH., mE o WE 
a(a+B)=0(a}+0(8), Ya, BEV, а) 
a(ka)=ko(a), Уаєў,кєК, 
Ий о ВЕИТ, К, УШУ И ARRERA 
ПОНЕ, УИЛ ДЫША К ЮВЕ, 
易 见 ,条 件 (1 ) 等 价 于 条 件 
olka +18) = ко(а) +10(8), (2) 
对 任意 a, BEV, k, IEK 都 成 立 。 
显然 ,两 个 线性 空间 之 间 的 同 构 映射 部 是 线性 映 庙 , 自 辣 构 映 
射 都 是 线性 变换 。 下 面 我 们 举 出 一 些 未 必 是 双 射 的 线性 映射 的 便 
+. 
例 1 RA=(a, a, e, a) EMm (Е), ДИА: 
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јс, В Аа, 就 是 Mm,o(R) 到 ке КЕНИН, Шо 是 
НКА. 

例 2 乡 项 式 的 微分 运算 Ск) E RIx] 上 的 线性 变换 。 
这 是 因为 对 f(x), gCx)E R[x], KER 有 

(ху + (ху)! = (x) ъд Сх), Се) = БРС), 
但 它 不 是 单身 。 

例 3 к(а, 67га, в] рена, 风 roO а) 
dx 是 R[a, bB] R ЕЕ. НЭР, ERAR, lal 
任何 1(x), g(x)E В[а, b], k, LER RA 

Ј оо HIID a = kf edge таса), 

显然 , ола. 

例 4 取 定 BEM(K)。 А 

o:A>AB, VA C M,(K), 

ФА М,С,А ЯА АЧА, А. 

ОСА + Аз) = о(А,)+о(СА; ), о(КА,) = СА) 
对 所 有 А, As ЄМ (К), КЄК Жой, ТЕ ЕЛӘЙ. ME 
ETER H X38891, 因而 不 是 M,CK) 的 ~ 自 同 构 。 

BS уфо=(а, а, ~, a) ERG Ka) = 5а, N t E R, 
上 的 线性 匡 数 。 因 为 对 任意 w, BER, k, 1€ R 有 
fCkat 18) = FICa) + (8), 
由 线性 映射 的 定义 不 难 证 得 
命题 1 设 V 和 是 数 域 K 上 的 现 个 线性 室 同 , 则 V 映 入 Vy 
的 映射 0 是 线性 映射 的 充分 必要 条 件 是 
($ к,а) = коба), 
мт iml 
对 于 任何 自然 数 8, Еа, а, e, а СУЯТ, ka, =, К,ЄК 
ARY. 
命题 2 {йо 是 线性 空间 六 映 入 线性 空间 允 的 线性 映射 ， 
-Al 


ар. @ e, 是 了 中 线性 无 关 组 。 如果 9 是 单 射 Моа), о 
(mÜ), =s, оба, У 中 线性 无 关 组 、 
注意 ， 如 果 线 性 喘 射 不 是 单 射 , 则 命题 2 未 必 成 立 ， 例 如 ， 
PERE EV ПИЛИ V” 中 零 向 量 0” 的 网 射 

О*:а->8', 
它 ERRERA L IW PRA =V = 了 0], WO NPER, 
HPEH О", 命题 2 显然 不 正确 。 


я g 
L EFAA o ТЛ ВЕ? 
G) 取 定 某 个 BEM m „(Е), 
o, A>AB, yAtMn( RY) 
GI) 对 4= (а деМ„(К), 
в Artel A) =È au 
2 判定 下 列 变换 是 不 是 线性 变换 ? 
(i) AYRE- AE a 变 为 与 同一 方向 上 的 单位 向 量 ; 
GD ЖЕК Ел ЙИН} ERER ара, а, 到 定 自然 数 a。 
REEE 
P, a= кага! Ў Каа 
(н) 取 定 4, ВеМ„(РЮ), 
о, X>AXB, YX MR} 
Gv) WE zC, 
Or 29-2002, угеСұ 
ЖК z ЗЕЙД: 
4 的 长 度 
1 ЕЯ 
o, а>{1а1°' =“ 
0, #а=0; 
(ri) о, F> fet, WA е8, ls 
vii) R kl, 从 是 定义 在 正方 形 asa Cb, ачи <b L05384" BZ E 
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(v) о, 29-2, vze@, 2. 


(vü хае, D lal 


а 


= | 


х. Ро) ев а, Б), ER 
о, 10) ре, Олда, 
ооу Fredholm 算 子 ， 
Gx) BOE ра), gq(z)eR[e, b], 对 f(z)eREo, Б], ZX 
а. samih p 00.) наса). 
Fro Yy Sturm-Liouyille 算 子 。 
3. ТААН E M, (K) оаа вое 


G) А=(ад„„+ È ая 


( A= (a) оа 5) вд, 


4. BOE AGM... (K), 

9) аА 是 КОКИ 
Gi) 0 хеке, 定 出 

I>Artzo yreK™ 


件 。 


是 线性 陕 射 的 充分 必要 


82 线性 映射 的 矩阵 表示 


本 节 中 仅 讨论 数 域 K 上 的 有 限 维 线性 空间 ,。 


一 、 线 性 哆 和 的 矩阵 表示 
ШУНУ ЗЕЙ п Ао УВА V 的 组 性 
ВЫ. ЖОР V МЫ в, ва, +, an, АНЕ а= За, ШР 


иа) = коба), оа ооз) ог), э, оа) 


完全 确定 。 在 VV 中 任意 取 定 基 ar, о, +, о, ШР o(a,)€ у” 
vA 
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абау) = аца + ао + +, 


afa) F Gay ++ + Gaan 


а) 
Can) = па + йш + + йды, 
如 同 在 第 九 次 $ 2 +В БИНЕН, С) ЖИН S Ba 
(olai), або}, ++, 0(оџ)) = (од. ө, ++, On) A, 
其 中 
ап Фут 


A=| е ahanz 


Aim 20, ха 
我 们 把 这 个 4 称 为 线性 映射 0 在 基 д, вз, pan Б олобу еза 
ТАЕ ВЕС), СЕС РАНО ЕЛАТА НВ НЕ, BE 
王 引 入 一 个 形式 记号 
о(а1, oa， ++, а,) = (оба), (ац), ++ ‚ооуу, 
则 (19 六 开导 成 更 为 简洁 的 形式 - 
оба, ар, ++, On) = (ор, од, ++, а„)А, [Ө] 
EU, V =V, аса, і=1,2, HH,《2) 式 化 为 
о(од, ад, е, Ap) = (ау, а, е, а„)А, 
IRAN пй, 称 和 4 为 线性 变换 0 КД о, оз, е, „КШ 
Ою). 
例 1 Б.Г] ЯР DOCx))= Ох) 1, х, 2, +, 
x FRERE n+l 阶 上 三 角 降 
0 1 Qeens 


0 o O erer 0 


ЧАНА, BERARTI Я + D 2 F BM f # k TF ЖА 
< 


ац 


ru 


D(1)= 0 = 01+ 0х 0х + OX lt OX", 
р(х)=1 aitxa ee txit 06", 
D(x? )= 2x =01+2.x+0%+ + Oni Oa, 
D(x”) = nx" 1+0. t Ox? tnx 
2 取 定 某 个 复数 和 =e+bpwv=-I,， 则 ofz)=a'z 是 复数 
域 CC 它 是 实数 域 R. 上 的 线性 空间 ) 上 的 线性 变换 ,县 出 
a(1)=z01=a+tbv =], 
(УТ) а V=I= -b+aV -i, 
知 0 在 基 1, VIFAB 
a =b 
on Na 
例 3 在 M(R) 中 取 基 
Би, Ер, 0t, Ew Boat, Ёш, е, Вазу Eni, E, 


+0.x*, 


E, 


(3) 
ШЕ з ро 
Ca5 (ze, 1466, 1=1,2, 6, н) 
ЧЗ Е Eng 26 维 线性 空间 , 它 有 基 
ele e, е V mlel, V -les,., VU le, (2) 
这 里 «УЙ iA n ЕДИТ, ЖУ M,(RDW: c 内 的 线性 
КБИ 


Ë ye Ga U Gi). 


Оа Gaz t бы 


Lej, #1 
0 EiS 
Жо AGI FREMAN 2a x n: BB 


=1, 


| 


+ 225. 


L 0 
¢ 9 } 
名 为 线性 函数 是 上映 入 基 威 内 前 线 作 映射 ， 它 的 矩阵 应 该 具有 
特别 简单 的 形状 。 
ЖУЫК рпа), РАУЛ У БАЈА. 
在 了 中 取 基 or. оз, е, а, TE K RIIE 1, ДН 
1001) = (04):1,1=1,2, sn, 
AFE ө, о, +, G, ЧАБЫ FERRA n НЕА 
(Fla), Коз), +, Ко,)). 
例 4 к, 上 的 线性 函数 
Ка, ва, e, о) а, 
ЖЕ ер, ев, е, en JIE L FRERE, 1, …，1) 7 
015 R,[x] 上 的 线性 函数 А 
g: р(х) [әбх)йх 


在 基 l, х, xt, ++, х" 与 基 1 下 的 矩阵 是 n+1 ҢИРИ 


(1 L, L, <1) 
72? 3? lati 


利 骨 线 性 映射 0 MARR Н Е Et k o 之 下 的 像 
ЕЛЕЙ. AAE КЩ 

定理 2.1 Шоп ЗН V DB X m HER EE 2 |a] V Д0 
ҮШ. ОБУ о, mm, r, а, У р од, 90, ey G 
ТЕЕ mxn А, В аЄУ, Фао, a, +, а Б 
АЕТ у СК, kas , Ka)’, оба) од, а, е, а ТИКО 
BAC, lay es tays WJ 


(DA (5) 
GEM 山 假设 条 件 得 
к, 
а= (а, о, се, [° ) (6) 
к, 
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оба) Cah, ад, ч, о) 


— 


Ñ | (т) 


L, 
和 А 
(ofa), о(аз), =", о(0,)) = (0, 93,7, б)А, 


ВШ, HCR 


kı 
o(a) = (ofa), ola), = reo i | 
к, 


kı 
= (ah, e, s od в ) (8) 
к, 
《7) 式 与 (8) 式 应 该 相等 ， 再 由 al, о), o, 线性 无 关 就 得 到 (5) 
Ж, 证 毕 。 


KI, AV =V, оа, 11, 2, <, п, Що 是 VY 上 的 线性 
变换 。 若 5 在 基 оц, аз, o, а, ТИИ A, 则 (5) 式 就 是 a ЖЕ 
到 of(a) 时 ,在 周一 个 基 下 的 坐标 坷 量 之 间 的 次 换 公式 。 而 第 九 章 
定理 3.3 说 的 是 ,同一 向 量 在 不 辣 的 基 下 的 坐标 询 基 变换 公式 . 读 
者 应 漠 清 这 两 者 之 间 的 差别 与 关系 。 


二 、 线 性 映射 与 矩阵 之 间 的 对 应 
ЖУМ V 是 数 城 民 上 两 个 有 限 维 线性 空间 .在 与 Y' 中 分 
别 取 定 基 ar oa，…， qu Брал, ор, е, on。 第 一 段 的 讨论 告诉 我 
们 ,任意 给 定 了 到 Y 的 一 个 线性 映射 0, 必 可 唯一 确定 一 个 AE 
М.К), 使 得 坐标 变换 公式 (5) 成 立 。 反之 ， 任 意 给 定 一 个 AE 
МХК), 是 否 必 存 在 V N V 的 线性 映射 9, 在 相应 基 下 , 以 此 及 
为 第 阵 表 示 呢 ?回答 是 肯定 的 。 我 们 先 证 明 以 下 重要 结果 。 
定理 2.2 ШУБУ ЛИК Снуп т fE i 
BJ, а, а, 7,9, ДУН, В, Bs, es, B, ЖУ tP f & n + 
‚яй. 


HE ЕНЕ УА V RERA o E 
. o(a) = В, = 1,2, --, п, 
GEMI PEAVEY EA V ИЛИ 
о: as Da Sk, 
Ba, a ЈУ, ОРЫ, e k р a ШЕ, W 局， 
В, 是 到 定 的 ， 所 以 是 单 们 的 。 四 o 的 定义 就 知 它 是 线性 哑 
Bh о(а)=В,1=1,2,+е,л, 
Фо 的 唯一 性 ， 设 又 存在 线性 映射 = 使 
Ta) = i=l, 2, n 
оба) (а), i=l, 2, pn FEIE а= Dra € V 有 
оба) = Skola) = каба) = z(a), 
这 就 说 明 0=7。 йр, 
定理 2.8 шуну драк Et n ë mA 88 в а 
BJ EV 与 V АШ аа, e, a, а, а, а Е 
给 AEMus(K)， 则 必 存 在 唯一 的 了 脆 入 V 的 线性 映射 0 它 在 
аз, аз, е, 0, БН о, о, +, dp РОИ А, 
{证 明 ] 设 


ајы Oam aam laxa 
(注意 和 中 元 素 的 排列 )。 造 Y 中 如 下 于 个 阅 量 
й,= È ао, 1=1,2, e,n, 
由 定理 2.2, {ЕТЕУ Ik A V 的 唯一 的 线性 映射 o 使 
Oa) = В = Baud, isi, 2, ean 
这 个 等 式 恰 好 说 明 0 在 茶 a, 6,9, Аа а, 0 下 
的 年 禾 说 是 这 个 给 定 的 А, 证 毕 。 
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定理 2.4 УЧУ ЛУУ 


HOR K юп Өт ВЕ 
В], 则 在 取 定 一 对 基 a), а (ATV) @\, а, ++, a ORF 
VRIDIT, V WA V’ BIRALO, VO) m xn Ж 
RE м, СК) аре — ХУ, 

GEMI 对 信 一 0ELCV,V?), 作对 应 

q: 0А, 

这 时 4 取 作 o 存 基 а. оз, +, an ВЕД al, o, , аы ТОШ. 
ШАЙ, АЄМ (К), BARI АШ o e—a, BCA п ЖЕЛ 
射 。 定 理 3.8 保证 了 是 单 射 和 请 射 ,所 以 了 是 一 一 对 应 . ТЕ!Р. 

如 此 建立 起 来 的 一 一 对 应 9， 有 一 些 重要 性 质 , 将 在 $ 5 中 介 


绍 


三 、 鳞 性 映射 在 不 同 基 下 的 乱 阵 之 间 的 关系 式 

Жоп АУ 映 入 mm 维 线性 空间 V' 的 线性 映射 , 它 
在 了 的 基 о, Gos …,m E VY МЗВ од, А, ++, о ТИН A, 
ЖЕУ КОЗЕ Bi, Bos 6, В, 与 V' ВОЗЕ Bi, 82, +, 8% 下 的 矩阵 为 B, 问 
АҢ В ЖИ А ЖЖТЕП ИЕ НЕ A ЙУ. 

定理 2.5 Ша, о, …，m A Bi, ‚+, B, МИ 
Jon Р, о, о, ++, а BJ B, 8), +, B, ОЙ ЕРЕ Ет 
BQ, WJ B= ОТАР, 

【证 明 】 出 假设 条 件 可 得 以 下 诸 等 式 


(В|, В, ta Ba) = (а, аз, t, JP, (9) 
(В|. Ёз, s Въ) = Сор. од, ety о„)О, (10) 
ala , az, =, а) (ой, ,,+е,о)А, (11) 
(81, В, +, Вл) = (81, Bh КВ, (12) 


1909), (10) А12), H EENERR IM ЖЛ) 
(ау, а, ++, „Р = (00, о, , о„)ОВ, 
用 (11) 式 代入 得 
(AP 
再 据 ap ah, e, а, 线 性 无 关 即 得 AP = ОВ, 因为 两 个 基 之 问 的 
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RUE PE Q ДИЕ, 记 以 B = ОАР, 证 毕 、 

特别 ， 在 定理 2.5 中 取 V=V, ого, = В, 1,2, 56, 
n, MJQ = P, B= PAP, PEB 

定理 2.6 线性 空间 中 和 任 一 线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 是 相 
щй. 

定理 2.6 SER ЕИ БЕТ Ж n Їй: А НИЦИ НО 5 
一 途径 (与 第 五 章 , 第 六 章 中 所 说 的 不 同 )。 由 定理 2.3, 可 把 这 个 
ARIE n 维 线性 空间 Y 中 其 一 线性 变换 o 在 其 基 my my,…yom 
TRIER, M o ERA Bi. 8, =, „ЛЕРИ ЕЕ B= РТА 
P, 这 里 了 是 о, аз, ra, P) Bis B>, ‚В, 的 过 小 矩阵 ,所 以 问题 
变 为 :如 何 找 适当 的 基色 , 8, es Ba 使 8B 有 最 简单 的 形状 。 
所 以 求 皋 阵 相似 标准 形 的 问题 也 可 用 线性 空间 中 的 线性 变换 的 再 
论 解决 。 


3 Шш 


1， 求 出 下 列 线性 空间 站 的 线 生 映射 (或 线 件 变 怖 ) 在 所 给 基 下 的 矩阵 。 
G) MARRA ROA MYRER 


1 
sd! ， 
\1 


ijel, 2 oe, nien jal, 2, o n 
的 投影 (身影) 交换 
È ta жа, 
£ ^ 
这 里 ар, ax сө, z, У Е m 是 小 于 # 的 取 定 
Gii Ar C= RCV- 
Gv) M (KORAK R 


УИ Ey B| E 
Gi) лан 


WAER Eoi 
(х) Кыт} © 
(vi) Re[z] 的 线性 变换 ，F(z) 人 Fr 和) -了 (x)， 取 基 为 1 т, сз, z; 


4%. 


коп 


(vii) Rale JARE ЗЧ /(т) >f (z), КОШЕ 
BZ, 2 a, 
uC 2? ° n” 
(viii) R: 的 线 竹 变换 
(1, 0)—={0, 0), (0, – 1) 5-(3, 2), 
基 取 为 (1, 1), (0,1), 
2， 求 n 维 线 件 空间 矿 的 替 变 换 0* 与 单位 变 痪 1* 在 六 的 任何 林 下 的 短 
TE. 
3. ЖИЯК E n REZI KAREEM aka EVNENE F 
KJER, RE k EK RUZNA. 
4. Жо ЖЮК E n АШИНА. RoT OE 
PÆ FEER. RIE ЖАТЫЕ ge 天 {E ola) = ka, yaey, 
5. 在 K 中 取 定 
a,= (- 1, 0, 2), а= (0, 1, 1), a, = (3, -1,0), 
作 如 下 线性 变换 o, 
o(a) = (-5, 0, 3), a(a:) = (0, -1, 6), о(азу=(-5, -1,9), 
Жо ei= (1, 0, 0), е = (0, 1, 0), eš= (0, 0, 了 下 的 矩阵 4 ар, 
а, ay 下 的 矩阵 В, 


5з 线性 映射 的 象 空间 与 核 空间 


在 第 九 章 $ 《 末 ， 对 任 一 4EMon(R)， 定义 了 4 的 象 空间 三 
与 核 空间 N 如 下 + 
W=(Ax|x€ R™}, 
N = {x| Ax=0, x€ R}, 
ИИЙ YW j RK r 维 子 空间 , N Æ ROR n -7 维 子 空间 ,这 
里 + 是 4 的 秩 . 于 是 有 


dW)+AN)=n= aR"). a) 
在 $ 2 中 已 说 过 , НЕТА хр: К) RA R™ 的 一 个 线性 喘 
СЯН А ж), 


А: хэ Ах, Vx G RO), 
所 以 W 和 NN tpj ДЕ ROMA REHE TERY) A ЦО $ SE a] ñL 
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现在 ， 把 象 空间 与 核 空间 的 概念 推广 到 两 个 线性 空间 之 间 的 
任 一 线性 映射 上 去 , 且 对 有 限 维 空间 来 说 , 仍 有 维 数 关系 式 (1)。 

УЛУ 是 数 域 K 上 任意 丙 个 线性 空间 ，0 是 V 映 入 VW 的 
线性 映射 。 记 

(У) = {0(а)]а6У}, 
0-(0')= (alo(a)=0',a€ Vy, 

HOPE EV 的 零 向 量 。 注 意 ， 这 里 oK8% ) 是 个 完整 的 记号 , 并 
不 是 说 0 是 可 道 映射 。 

命题 1 (VÆV ATER., OEV ETEN. 

DEWI H o(0)=0 iov) #107097) 都 不 是 空 集 。 Е 
o9(a),o(8)€o(V),k,1€ K RE 

ко(а) +10(8) =0(ка+18)єо(У), 
БОШ ООУ) У 的 子 空间 , 任 取 a, 860-007), k, 1EK, 都 有 
о(ка +18) = ко(а) +10(8) =8', 

В ое) V ATEN. 证 毕 。 

定义 KOVA WREE RER, oCV) 的 维 数 称 为 "的 
Ж. 称 (9 ) 为 5 的 核 空间 或 核 。 

特别 ,车 0 是 线性 空间 V ДАНОВ, обу) тоте) 
VETEK. 

AE V ML У/ 的 线性 映射 o 是 单 射 的 充分 必要 条 件 是 
07107) = 6, 

{证 明 }】 од. {ЕХ x€o- (0), Шо(х)=0°, 但 0 
(0) =0', ноћ x = 6, 

#07007) = 0. Ж о(х) 000), M ox- y= х-уЄоті 
(67), 所 以 x=y， 这 说 明 o 是 单 射 。 ше, 

例 1 ДАЕ ло, АСС R ER e 
s(z)=z-z, 因为 对 任 一 zEC, 必 可 写成 

#=җбщ\шу=0(д1!2), 

оі, оС) = С. ЗАНЫ о 的 象 空间 处 是 C 本 刁 ， [ЧУ 
1432. 


复数 的 消去 律 成 立 , 即 由 с-а 必 司 推出 z= 所 以 0 Аю 
31.9700) = 0。 这 说 明 v 的 核 空间 是 零 空 间 。 
例 2 R, 上 的 线性 函数 
f: (ар, Gz, ea а) а 
显然 是 一 个 满 射 , 所 以 了 的 象 空间 忒 Re)= R, 而 了 的 核 空间 为 
1700) = (бап, ө, s or) ja ER, Эа 0, 


命题 3 Vo Rn 维 线性 空间 V 映 入 mm 维 线性 空间 V' 的 线 
HERRAT, o 在 了 的 基 о, а, ++, a E V Шаа ah, =, ah КЇ 
矩阵 是 mxn А,Ш 

о(Уу= L(o(m), oa), =, 0(a,)), (2) 
B Ф(о(У))у=т(А), 这 就 是 说 ,0 的 秩 等 于 4 的 秩 。 
【证 明 ] 因为 Cm%)EolV) 而 olV) 是 V' 的 子 空间 ‚ТЫ 
L(o(w2), oaz), <, 0(9,)) 0(У). 


EZ, {Ж e= каву, ЖН 


обо) = коба ELLO), оба), ==, оба, у, 


所 只 (2) 式 成 立 。 

Ж ЖЛ! 4.3, (V ) 的 维 数 等 于 a) ola), =, о(а,) 
中 线性 无 关 向 量 的 最 大 个 数 。 再 据 第 九 童 §6 的 习题 3 知道 ， 它 
ЖЖ АЙЫ. 证 毕 。 

因为 线性 变换 o 的 秩 , 也 就 是 象 空间 oCV) 的 维 数 ， 是 由 oa 本 
身 所 确定 的 ,与 基 的 选择 无 关 ， 所 以 命题 3 进一步 说 明了 ,不 管 基 
如 何 选 择 , 所 得 的 扼 阵 4 可 以 不 同 ,但 它们 的 秩 都 等 于 d(e(Y))。 

下 面 我 们 来 推导 类 似 于 (1) 的 维 数 关系 式 . 

定理 3.1 Poin RER V EA m E YE X V g 
线性 映射 ,9' 是 V' 的 零 向 量 , 则 

AoW + HO (0) =n= dV) (3) 

《这 个 等 式 不 牵涉 到 V" 的 维 数 m), 
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【证 明 ] 分 两 种 情形 ， 

G) 如 果 o 是 单 射 , ШЕ, 90-0679) =0, {ЕҢ V а, 
Aor An {@$ 10%И ala), ola), =, о (om) 线 性 无 
关 , 所 以 电 

S(V)=L(o(a)), oe), ++, о(а,)) 

得 so(Y))=m 此 时 (3) 式 成 立 。 

GD ДЖОЛ Я, ЩЫ]. 由 命题 2, 40071007) =3>0, 
在 了 的 s 维 子 空 间 16) 中 可 到 某 基 “ эв, )Ë T R E 
扩充 成 了 的 基 а, еа, a... ФЕН, Hisl, 2, e, 


on 


s, ЯГ об) = 0/, EAR a = Š kia, 有 


оа) = $ bota), 


所 以 
о(У)= Lala) aa) e Cn) (4) 
FHE ola) ola) e la RETR. Ж 


È Lala) =, 


这 说 明 
È La coo), 
2, 

所 以 


$ te, = Уш, 


+ Сл 
Paean Ag W REER, ALSO, ф=:+1, е, п, 
Dahan) yoCa) 线 性 无 关 , 于 是 据 (4) 式 即 得 
d(oe(V))=n-s=n—d(o-!(0”)), 
这 就 是 所 要 证 明 的 (3) 式 。 wR, 
MEIR, 应 用 第 九 章 $ 4 本 的 结论 和 线性 空间 的 同 构 可 直 
接 得 到 定理 3.1。 
ILR =V, 则 定理 3.1 是 说 ， 对 于 了 的 任 一 线性 变换 
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а(0(У)) + (070)) = (У), (5) 
要 注意 的 是 ,不 能 仅仅 根据 这 个 维 数 等 式 (5) 就 说 
V=507)@o (0), 
事实 上 , ERLE. ИИ, А.х 
D: p(x)—p'(x) 

的 象 空间 是 В, 1х]. ар R. 两 者 维 数 之 和 为 n, 但 R[x] 
NR=R, 记 以 R,[x] 二 R15X1 人 DR, 

一 般 说 来 , 某 映射 " 是 不 是 单 射 与 是 不 是 满 射 ,这 两 者 之 间 并 
无 必然 的 联系 ( 匈 8 1 的 有 关 例 子 )。 当然 ,如 果 0 是 某 两 个 元 素 个 
数 但 问 的 有 限 集合 之 问 的 映射 , 则 o 是 单 射 当 且 仅 当 o 是 满 射 , 现 
ЖЕ, ЯЙ 3.1 可 以 推出 ， 这 个 事实 觉 然 对 有 限 维 线性 空间 ( 它 胡 
无 限 多 个 元 未 ) 中 的 线性 变换 也 是 正确 的 , 这 就 是 

推论 Жо 是 有 有限 维 线性 空间 Y 中 的 线性 变换 ， 则 o 是 单身 
当 且 仅 当 0 ЖЕЙ. 

【证 明 】 车 o 是 单 射 。 据 定理 3.1 的 证 明 的 第 一 部 分 知 dCo 
(VD=4V) k o(V)=V,0 AWA. 

设 0 是 满 射 , 刘 d(o(V))= d(V), WR o 不 是 单 射 , 则 由 定理 
3.1 的 证 明 的 第 二 部 分 知 必 有 oCYV))< KV), 这 是 一 个 矛盾 , 所 
Шо 必 是 单 射 。 证 毕 ， 

因此 ,对 有 限 维 线性 空间 中 的 线 件 变换 来 说 , 单 射 、 满 射 和 双 
射 都 是 问 一 回 事 。 值 得 提醒 读者 注意 的 是 ， 由 定理 3.1 的 结论 可 
知 ,对 两 个 不 同 的 有 限 维 线性 空间 之 间 的 线性 映射 来 说 ,这 个 结论 
林 必 成 立 。 事 实 上 ,在 §1 中 已 举 出 很 多 例子 ,其 中 0o 是 满 射 ,但 不 
蚌 单 射 ,或 者 是 单 射 ,但 不 是 满 射 。 


= = 
1. 求 下 列 基 威 久 上 的 线性 空间 天 映 入 У' ARERI о Bbp ЕН} W 与 
HAWN, БУНИ REARS RHAN HE. 
G) F = R.[r], = R, K = R, 
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о: otas =| etndni 
Gi) УМ.) = Ca K = R, 
о: (a)na (ати апа, сз, ањ) 
1 2 3} 
GD V =Ma (R), V' = M. (R), K = R.A 3 1А 
о: X>AX; 
Gv) W = М.С), V'=R, K = R, 
оз A>tr(A): 
(б) V = NR), V' =R, K = R, 
о (quen Ў as 
Кы 
(v) V =C, K= R, 0; 25-2: 
(vii) Z= R,[z], K = R, от f(z)>f(z +1); 
(тїй) V = Rair], K= R, o1f(a)==f(z +1)- }(х); 
(х) V 的 等 变换 与 单位 变换 
(х) V= Rie, œ), K = B, 
ot H> {0 
2. йо AMH А 线性 变换 ,万 是 六 的 子 空间 ,求证 
d(e(W))+4(e-3(0) ПИ) = d O77), 
它 是 ( 司 式 的 推广 。 


$4 不 变 子 空间 ,线性 变换 的 
特征 值 与 特征 向 量 


一 、 不 变 于 空间 .诱导 线性 变换 
ЖИК Е HV 的 某 个 子 空间 ，" 是 V 的 线 手 变换 ， 
一 般 说 来 ， 对 aEW， 未 必 有 ola) EW。 但 也 确实 存在 对 所 有 
s€ W 都 有 ola)EW, El e(W)SW 的 情形 、 
例 1 R[x] 的 微分 算 子 D:p (x)>p (x). 对 RIX] 的 n+1 维 
子 空间 Re[x] 有 
D(R,[x]) = Ra [x] SR [x], 


2; 
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例 2 iz O(- so, ee) 是 定义 在 (- оо, со) .上 的 任意 次 可 向 
实 函 数 空间 ， 则 对 微分 算 子 卫 :J(x)->f7(x) 有 D(R[x])= R[x], 
而 R[x] 是 Q(- co， oo) 的 子 空间 。 

HS WV = L(ab 0, e, 0,) n ERTER N], а, oa, e, 
а, ji V НБ, W (о, 00, +, am) 是 V TAN, m<n, ДИЯ 
ЖОЙ 213 


Р: Уц У ka 
ё я 


满足 PCW)=W， 

жй ЖҮ 是 任意 线性 空间 (有 限 维 或 无 限 维 ), WE V 的 子 
вро ЖУ КИ ЕЛЫ. WR оу усу, WEWE V 的 关于 0 
的 不 变 子 空间 , 也 可 简称 为 -RETR 

易 见 ，Y 的 作 一 子 空间 W 必 是 零 变 换 0* RNS В 1* 的 不 
ETSE. FAN O 和 VV 本 二 都 是 VY 中 任 -- 线 性 变 履 o 的 不 变 子 
空间 , 称 9 和 为 平凡 不 变 子 空间 . 

例 4 УКИ ӘР ЕЕН КЕШЕ 

g: a-=ka 

ПОЛ r Эй], X E k ЕДЕМ K hara a И. 

命题 1 设 0 是 线性 空间 V 的 任 一 线性 变换 ， 则 olV) Бро! 
(9) 都 是 0 的 不 变 子 空间 ， 

【证明 】 {Ей 8€o(V)SV, MaE), PiL o(o(V)) 
©о(У), Щ ає o-1(0), оба) =0, 10 00700) = 0E0710), 

йир, 

设 W 是 线性 空间 V 的 关于 线性 变换 o Эра р], ER, 
对 任 一 gEW, 必 有 0(a) EW, DA o 也 可 看 作 是 线性 空间 W 中 
ПОНЫНЕ А, RII ор 记 之 , 即 

ора) = 0(0), YaEW, (1) 
жу ORMER ор 称 为 0 АТИР LNRS 


注意 ， 9w 在 由 上 与 ОНИ. ША ор 是 没有 定 
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х. 

例 5 “在 KK6) 上 的 诱导 变换 是 零 变换 。 即 

бзш) = 0*. 

引进 不 变 子 空 间 的 目的 之 一 是 , 可 借助 于 不 变 子 空间 的 基 , 求 
出 线性 变换 的 矩阵 在 相似 之 下 的 简化 形状 。 

设 o 是 K 上 n 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ，W 是 0 的 不 变 于 空 
间 , 任 取 玉 的 基 wyaz,…yw* 并 把 它 扩充 成 7 的 基 asas, 
es an, ИЩ ОСИ) СУИ 立 得 


0(01) = апар. rana, 


O(a) = аца + + аа, 


ola) = a te +04, (2) 


O41) Eas + + а, 16 + @, „йуу te арб 


о(а,) = Gamit + Gnat, + а, ®%,, + + бш, 


所 以 o 在 此 基 下 的 矩阵 是 形 如 
(3) 


O= Om ys | 


CORB H су 在 WY 的 基 а a, 
ФЕ, Ж s= 1, HIWA a fy 


间 
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^-( в ) 

0 A? 

这 里 a€EK,h 33 K E n— 1 ЯЕ, A EMCE), ШЛ, ЖЕЙ 
ETA, 具 这 种 形状 的 矩阵 是 特别 重要 的 ， 

由 上 述 据 理 可 知 ,利用 一 个 木 变 子 空间 WW， 可 使 0 HERE 
阵 4 中 产生 - DER mR V= WOU, WAU RE o 的 不 变 子 
空间 , 则 可 分 别 联 歼 的 大 ал, оз, ео, 与 避 的 基 Arris Aagaaya E 
成 了 的 基 , 于 是 5 在 此 基 下 的 害 阵 必 为 分 块 对 角 阵 ， 


A 0 
А= ， 
0 A, 


这 里 A 和 А, ДЕ з Ии ~ з 阶 方 阵 。 进 一 步 , 如 果 能 把 了 分 
解 为 0 的 若干 个 不 变 子 空间 的 直 和 , 则 在 相应 的 基 下 , 0 的 矩阵 就 
有 较 简单 的 分 块 对 角形 状 。 直 和 分 解 式 分 得 越 细 ， 即 不 变 子 空间 
直 和 因子 的 闪 数 越 小 , 则 矩阵 的 形状 就 越 简单 ,这 就 是 我 们 要 讨论 
有 限 维 线 伯 空 间 的 关于 线性 变换 的 不 变 子 空间 的 主要 目的 。 


二 、 线 性 变换 的 特征 值 与 特征 向 熏 

上 面 已 经 提 到 ， 有 限 维 线性 空间 的 关于 线性 变换 o 的 一 维 不 
变 子 空间 是 重要 的 。 但 是 ,并 非 对 任 一 5 都 存在 一 维 不 变 子 空间 ， 
即使 在 无 限 维 线性 空间 中 也 是 如 此 。 

定理 4.1 设 0 是 数 威 K 上 任意 线性 空间 V 的 线性 变换 ， 则 
о 有 一 维 不 变 子 空间 的 充分 必要 条 件 是 ， 存在 非 零 向 量 cEY 和 
K€ K f: 


о(а) = a, (4) 
此 时 ,W = Са) У ЖЭТ о 的 一 维 不 变 子 空间 。 

CENI Жо 的 一 维 不 变 子 空间 ， 则 六 =LCa)。 青 由 
ООУ СМ RIIE AEK й о(а) = ла, RZ, 8 о(а) = Ла, АУ 
=1(а), ЕЖ 8€ W, M 8= ка, КЄК, 而 o(8)= ко(а) = kha € 
1а) = №, Ы W = 1а) Э® о 的 一 给 木 变 了 空间 。 Её, 

这 说 明 , 使 (4) 式 成 立 的 向 量 a 与 数 入 有 特殊 的 重要 性 。 为 此 
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引进 

定义 ” 称 满足 (4) 式 的 数 入 EE 为 线性 变换 0 的 特征 值 , 称 对 
应 的 非 零 向 量 c 为 ”的 属于 和 的 特征 向 晤 。 

例 6 Кун ТАИТ РАННО 
M ЖЖК, ВЕРЕ. 

事实 上 ， 由 D(P(x))= BCx) 昂 知 民 是 了 的 不 变 子 空间 , 维 数 
为 1, 且 就 是 DD 的 核 。 若 WW 是 RLx] 的 任意 一 个 一 维 D- 不 变 子 
空间 , 则 W=I(pCx)), 且 存在 MER 使 Px)= 和 .p(x), „ЖЕРИ 
的 次 数 即 得 p(X)=KER， 和 =0， 所 以 人 Y=I(k)=R， 同 时 证 得 
%=0 是 DD 的 唯一 的 特征 值 。 任 一 非 等 实数 k 旅 是 属于 %*=0 的 特 
征 向 量 , 因而 有 无 限 多 个 。 

BIT 设 2[cb] 是 定义 在 [a, b]J 上 的 任意 次 可 微 实 函 数 记 成 
的 实 线 性 空间 ,确定 4[a,5] 中 关于 微分 算 子 DD 的 所 有 一 维 不 变 于 
空间 。 

首先 ,向 例 6 一 样 , 可 证 入 = 0 是 刀 的 一 个 特征 值 , ВАЕ 1696 
实数 天 所 生成 的 工 k) 都 是 属于 和 = 0 的 一 维 不 变 子 空间 ， 也 就 是 
HRR ` 

其 次 ， 任 取 0XE R， 如 果 入 是 也 的 一 个 特征 值 ， 则 必 存 在 
б&](х)Є ALa, b] 使 F(x)= 和 C(x)， 通 过 积分 可 证 必 有 f(x)= 
ke*, 这 里 是 任意 非 零 实数 ， 由 此 可 见 , 任 一 非 
的 特征 值 ,而 对 任 一 非 零 实数 k, 孙 数 天 Xx) = kot 村 
BRER. D 的 一 维 不 变 子 空间 必 为 LCe*)。 

ЗЕГЕ ВРВ пуя, (е^) Р pT ~. 
中 和 是 任意 实数 、 任 一 实数 》 痢 中 了 的 特征 信 。 对 任 一 非 零 实 数 
k, ke 都 是 属于 和 的 特征 向 量 , 

例 8 实 线性 空间 9[e,b] 中 没有 关于 线性 变换 


IE) = ое 


的 一 维 不 变革 空间 . 
ТЫІ 设 存在 NER H бе}(х)є КГа, Б) 
©4140. 


了 А 
ЈК, 0) 


АОС, 238 Сх) = 0), ERPI x= a, f$ 
56а) = 0, а) = 0, 
СЗТ В Kx) = :Jr(x), 于 是 必 全 
Ох) = ke 是非 零 实数 ， 
f 

但 另 一 方面 ,出 Ke)= 0 又 得 ke* = 0 AFA йн. 

例 9 复数 域 C 是 有 理 数 域 O 上 无 限 维 线 镍 空间 ， 求 C 中 
兴 氢 线性 变换 5:z-~ 的 所 有 说 征 值 与 特征 向 量 。 并 求 出 C 的 关 
于 o 的 所 有 --- 维 不 变 子 空间 。 

HACO, 0е2=а+Ь/—1ЄС 满足 Zz=hz, 即 

a-b/-l1=Xa+b/ i), 

则 由 zs0 知 和 二 0, 于 是 只 有 两 种 可 能 性 。 

G) %=1.b=9， 此 时 ,任意 非 零 实数 a 都 是 属于 特征 个 = 1 
的 特征 商量，L(a) 都 是 0 的 不 变 子 空间 ， 

(H) 和 = -1,а=0, ү], 任意 非 伶 纯 虚 数 b TT 都 是 属于 
特征 值 X= — 1 的 特征 向 量 , L(VM 一 1) 都 是 o WREEF, 

RE, 我 们 进一步 分 析 关系 式 o(a) = Ла, aEV, AEK,o ЖУ 
的 线性 变换 。 如 果 “ 与 8 同时 是 中 属 二 特征 值 和 的 特征 向 最 ， 
оба) = %а,о(В) = 8, ЇЗ ЖЕЙ k, IEK, ЯУ 

0(Ке +18) = Коб) +1а(В8) = ка +18), 
这 说 明 ka +18 都 是 属于 的 特征 向 量 。 堆 向量 虽然 不 认为 是 特 
征 向 量 ,但 也 满足 "Ca) = Аа, 于 是 证 得 集合 
V,= (ајаЄу 满足 o(a) = А} 

ЖУ fF 2 hl, E УЖ о 的 取 定 的 一 个 特征 值 ， 易 见 ,Vi 是 0 的 
不 变 子 空间 ,我 们 称 Уз 为 (属于 特征 值 和 的) 特征 子 空间 .当然 , 它 
的 维 数 末 必 是 1, 

在 例 9 中 ,有 两 个 特征 于 空间 ， 

Vi= @|z€ C,z= z) =R, 
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Vas 6С, = -3= 亿 vipER 
它们 都 是 有 理 数 域 @ 上 的 无 限 维 空间 。 再 由 
Vanyi=0C=yi+y 
可 得 
CVV 

Ж o 7208 SEV (ОРЕЛ. ШЕШ o 的 一 维 不 
变 于 空间 ,有 时 是 比较 困难 的 ， 然 面 , V ETR RTE 
易 找 出 。 我 们 有 

定理 4.2 设 V 是 K 上 n 维 线性 空间 ，5 是 了 的 线性 变换 ，c 
КУ ЗТ N 4， 则 某 个 数 XeEK 是 的 特征 值 的 充 
分 必要 条 件 是 ,Xe 是 矩阵 4 的 特征 值 , 即 是 4 的 特征 多 项 式 

у= [ӘЫ-А\ 

的 根 .此 时 ,0 的 属于 Ma 的 特征 向 昌 就 是 4 的 属 开 Ао ВАНИЕ ДА Е 

DEWI йок а, oz a, КЇЙ А У 中 任 一 
向 量 w 在 此 基 下 的 坐标 向 量 为 x= (ху, ху, sx, 由 定理 2.1 知 
(2) 在 此 基 下 的 坐标 向量 就 是 4x， 对 任 一 和 EK, ла 在 此 基 下 的 
从 标 向 量 为 x， 于 是 据 坐 标 向 量 的 唯一 性 ，c(a) = Ma зч Н, 
仅 当 Ах=%х 成立 ， 即 ) È OORA. de, 根据 特征 值 和 特征 
疝 量 的 有 头 定义 即 证 得 定理 的 结论 。 证 毕 。 

现在 ， 我 们 指出 一 个 也 要 事实 * 设 0 是 KX 上 维 线性 空间 VV 
的 线性 变换 。 由 定理 2.6 知 o 在 了 的 两 个 不 同 的 基 下 的 矩阵 是 相 
似 的 ， 而 相似 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 РСА), TERA ЛСА) 
KARTO 的 特征 多 项 式 。 于 是 ,定理 4.2 也 可 叙述 为 

定理 4.2′ 设 o 是 K 上 nn 维 线性 空间 V 的 线性 变换 , 则 XoEK 
是 口 的 特征 值 的 充分 必要 条 件 是 ，x E: o 的 特征 多 项 式 在 及 中 的 
根 。 

因为 K 上 的 多 项 式 1 和 \) 在 中 未 必 有 根 ， 所 以 线性 变换 o 的 
特征 值 未 必 窑 在 如果 KK 是 复数 域 ， 则 由 代数 基本 定理 知 玫 和 ) 在 
К, kas 

RE 有限 维 复线 性 空间 中 的 华 一 线性 变换 必 有 一 维 不 变 子 
40. 


жш, 


x= g 


1. ЖИ УЗИ, ЖЮН ИДЫ Н o ВЛ E ров + 
V, РІПИ BE o 的 不 恋 子 室 间 。 
. ЕЁ д=а+5А/-1 eC, ЖИ, 
的 充分 必要 条 件 是 b=0。 


З огълу] 


3. Жо, anou a, ЖАКПА VE. RE 
MAN yy 
4 atan, 
其 中 AieM (К), т<п, Е. (ат, an +, а) ФЗН 


а(а1, ca =, a.) = (а, аъ =a.) A 
的 不 变 子 空间 . 

4， 设 有 限 维 线 性 空间 VOVO ФУ, с 是 六 的 线性 变换 ,六 ;都 
是 的 不 变 子 空间 。 求 证 。 必 可 选择 玉 的 基 , 使 在 此 基 下 的 上 拭 阵 为 分 块 对 
AE. 

5. 设 栈 是 有 限 维 线 幅 空间 史 的 子 空间 ， 所 是 开 中 某 个 线性 变换 吕 的 不 
EFRR, WR o RRE ERW ba ат RETEN 


55 线性 变换 的 运算 


一 、 线 性 映射 的 加 法 与 数 妥 
定义 设 V 与 V' 是 数 域 K 上 的 线性 空间 ,0 与 了 БУУ” 
的 任意 两 个 映射 ,对 aEV,KEK, 定 义 
(о+ту(ау=а(«у+т(а), 
(коа) = (ока) = ko(e), 
Шот 35 ko = ok REVIRA V ВВ, 分 别称 为 0 Sir 的 和 ， 
与 o №. 
定理 5.1 LCV,V') 关 于 映射 的 加 法 与 数 乘 成 K 上 线性 空间 ，。 
【证 明 】 为 此 , 仅 需 验证 线性 空间 定义 中 的 九条 公理 都 满足 . 
由 定义 知 o+ z, ko УАУ ОЗАВА ЯН. ELEIT ht 
‚мз. 


El BEY Яр 
(о кс) +185 ola thB)+ ro bB) 
he +т)(а) +160 + rX B), 
(ко (ца +18) = (001,9 +1,8)) 
= 1060) (а) + 1,(®о)(8), 
Д оът, КоЄТС(У, У), BAR A), (Mn) 满足 。 

BR, ЖЕ 0" :а-+0', Має у. REAR (AO) 中 质 说 的 零 元 

ж, 它 当然 是 线性 贞 射 。 对 任 一 EECV,Y) 定义 

-0: or 一 (ofa)) YaEY， 
它 也 是 线性 映射 ， 且 0+ (0-0) = (0) +0= 0", 所 以 公理 (43) 也 
满足 。 

至 于 公理 (41), (M), (M), MOSIT V Н О m 
法 结合 律 ,分 配 律 与 数 乘 结合 律 ,自然 都 满 足 ,最 后 ,对 数 1 显然 有 

(1-о)(«)=1-о(ау=о(о),Уаєу, 
所 以 公理 (M4) 也 满足 wP. 

称 L(Y,V') 为 线性 映射 空间 。 特 别 , L(V,V ) 称 为 线性 变换 空 
BJ. IR V 中 线性 沽 数 全 体 记 成 的 L(VY，K) 称 为 的 其 能 空间 或 对 
LESER 

对 于 有 限 维 空间 , WBA PNE, HI 

定理 5.2 УЧУ AER KEN nikt i R E 
m), Maal K) 是 K 上 mxn ERTER INES R L m-n 
维 线 性 空间 , 则 

ЩКУ,У/ у М„„(К), 
ЖШ LOV, VOE т.п 维 线性 空间 。 

DEH) ЖУЗУ 中 取 定 基 oo as Бра, а5, 59, Om AE 
企 一 "EL ,V“), 必 可 唯一 确定 一 个 AE Mm.n( 攻 ) 与 之 对 应 ,这 个 
AW o {к ааз, you 与 基 од, 9, …, Om FJ EBE, BU 

Co oa ++, 0) = (о\, а}, y Am JA 
于 是 这 就 确定 了 МУ, VORA Man KRR A 
yi o> A. 


ам. 


且 出 定理 2.4 ятї. 
进一步 可 证 是 线性 空间 LV, VOF MaK) ZR TNR 
М. traj tE, VYAS 


Tos as, y An) = (од, о, , а„)В, 
йй (о+т)(0:, aay rs 9) 
=: (027001), (о+т)(9), +, (0+т)(,)) 


= (о(а), ааз), +, 0(а,)) +(т(а,), та), ++, т(а,)) 
= (ап, ah, y On) + (а, ад, ++, Am) B 
= (0,9, =, 6 XA +B), 
ko, ar, =, а) 
= ((ko)(e)), (ко)(®), t, (ka)Xa,)) 
=К(о(а,), o(a), +, о(а,)) 
=(о, 6, +, а. СКА), 


所以 no +т)= А+В =1(0) +107), 
тко) = КА = мо), 
BD n Jë ІУ, VOR) МСК) Е, 证 毕 。 


推论 L(V, У)ем, (К) и 维 线性 空间 ， 
ЦУ, К)ек, упа. 


=. пктин 

ЭРВЕЛ S 6 中 已 有 定义 。 现在 我 们 特 
别 考 虑 了 FERRERA, Bo, TEL (У, V), Ш асу 
(от)(а) = 0(1(а)), 

定理 5.3 Шо, тЄІ(У, У), Д отЄІ(У, У). ШУУЖ 
п 维 线性 空间 ，o 与 + eV И а, а, …， а, 下 的 矩阵 分 别 
ЖАЗ В, W or 在 此 基 下 的 矩 降 就 是 АВ, 

[证明]】 显然 ,cr ERER., WEE k, kaEK,a, B€ V 有 

(от)(ња +В) =о(т(Күе + k;B)) 
=0(К,т(а) +кт(В))=Кубот)(а)+к»(от)(В),` 

ЭЦ стєЄ У,у), 因为 


(от)(оц, az, t, n) 
= (от) (ац), (от)(оз), ++, (от)(о„)) 
=0(1(91), TC), +, т(9,)) 
=0((01, @, +, oo)B) 
= (обо, Ge, ++, 9,))В 
= (а, оф, ++, о„)АВ, 
所 以 or 在 基 өл, в, е, „ЙН АВ, 证 毕 。 
HARARE A 一样， 可 引进 线性 变换 0 的 里 ， 首 先 定义 
об = 1С), 
9% =0:0%71, k RERI, 
则 由 定理 5.8 NL # o 在 某 基 下 的 矩阵 为 4， 则 0* 在 此 基 下 的 矩 
阵 就 是 A*。 
我 们 知道 ,并 非 对 任意 7 阶 阵 4， 都 有 负 整 数 次 器 ,对 线性 变 
换 也 是 如 此 。 
Bl K 上 线性 空间 V 中 可 逆 线 性 变换 的 逆 变 换 也 是 可 道 
线性 变换 。 
【证 明 】 设 o 是 可 六 线性 变换 , 它 的 道 变换 о 满足 
а,071-=071.0=1*%, 
Во 也 是 可 道 变换 。 对 任何 К, ЄК, а, BEV Ж 
OkatkB)=0 ko.0 (a) +k0-0°1(8)) 
=010( 07а) +К;о-!(В)) 
= ko (a) + 0-0), 
所 以 2 也 是 线性 变换 。 证 毕 。 
于 是 ,对 可 逆 线 性 变换 о 可 定义 负 整数 次 宕 
o= 0) 为 任意 正 整数 。 
EERE PCAN, AHB EAH n 阶 阵 , 则 
АВ =1, 4 8004 B4= Te 
因此 , А Жм ENYE Bi AB=1 R BA= I, MER 
{ИО ЖАЙ, E E 
命题 2 бошт n ЕУ 的 线性 变换 , 则 
446. 


gr=1" "RZ ro = 1". 
【证 明 ] ЖО УЙ Ж о, ае, e, а, Яр И 5.2 中 所 建立 
的 LCV,V) 到 Mo(K) 的 双 射 
1: @->А, 
ШЕТА, о->А,т->В, M ат->АВ,та->ВА, (B 1"->1„, 所 
Б от =1°* 和 ?的 单 值 泪 知 AB =1,, ТЖ ВА =1,, 再 由 中 是 
单 射 知 ro = lw。 
间 理 可 知 当 ro = 19 Вр or= 1", шр, 
注意 : 命题 2 对 无 限 维 线性 空间 未 必 成 立 。 
例 1 在 R[x] 中 取 线 性 变换 o 和 7 如 下 .对 R[x] 中 的 多 项 式 
KX) = ах" + ap ртт! + + ах + OLX + Aa 
定义 
9({(х)уу= аут на, X"? + r HAX HA, 
+(](х)) = а„х"*%1 + а„_үх" ++ + X? + ах? + 0x, 
则 易 证 0 与 7 都 是 R[x] 的 线性 变换 , 且 or = 1”, 但 ro 二 1* (这 时 
规定 от 是 先 作用 ?+ 后 作用 о), 
这 是 说 明 有 限 维 与 无 限 维 线性 空间 的 区 别 的 又 一 例子 。 


з в 


1, ВИДАНУ НВА o5 r МАЕ Л], RE ИРЕ 
a+r 5 or 的 不 变 子 空间 。 
2， 在 只 上 的 多 项 式 空间 员 。-,[z] 中 考虑 如 下 三 个 线 竹 变换 ， 
D, p(z)>p'(z), 
о, p(z)=p(z+1)- р(х), 
™ p(z2)>p(z+)), 
ЖР, о, тє R,-,121 1038 


Di 
ESIE N, А, В, REN” = 4"=0, R. 


N+ L ма ly 
A=N+ gr M+ *- д N” à, 


л. 


BIRIN» A Nire kote AHE 
21 Г 


3. ЕТА Abe k о 与 + 可 交 
{i) REMTE z 和 zs、 证 明 复 数 域 C (作为 实 线性 空间 ) 外 如 下 三 
ARERR оз, съ, cs ИЯРГӘ. 
011 29-212, Ga? 29-231, 031 Z21232) 
Gi) 直接 求 出 cr оз, os 在 基 1, VIFM Au An Ay 并 验证 
Ah = ЉА= Аз; 
Gi) ВЕЕ ЄН НЕ КЕИ AA. AA. = A. 
4 在 实 多 项 并 空间 АГАЧА 
a(p(z)) = p'(z), r(p(z)) = р(х), 
ЖШ, (i) от-те=1*; 
(ii) arr-ror=no"-l, n=1,2,.. 
5、 设 吕 是 数 城 久 上 线性 空间 斑 的 线性 变换 ，a RV pART ARE 
BECHER mi 
а-а) Ti o(a) = 0. 
ЖШ, (i) а, о(а), =, om-!(a) 在 KK 上 线性 无 关 ; 
Gi) # т=0(), Шо а, c (ay, o, с" (a) АЕА n 
ЕЗ. 
б. Шопан аи 
а) =a” (y . 
T Wo 与 了 是 # 维 线性 空间 矿 的 线性 变换 ， 且 or = 1*。 还 明 , ой 
MA r 必 是 音 射 ,并 由 此 证 明 ro = 1°. 


кни 


1. 记 
Zla, ё&]={/(х) + То (=) 1 (а), 92(z)eR[a, b]y, 
Ж R[a, Бр ле Га, В] ЗЕ 8), 2 Z[a, БН X 095 
ЖС ЖЕШ Е. 
(a) ку 1000) + (hlæ) + -lp(z)) 
= (F (2) +h(z)) + =T lala) + p(z)), 
I- D(/(z) +102) 
= (kf (x) -1д(х)) += ТОРС) + kg(z)), 


-443. 


求证 ， G) Zla 6] 是 
Gi os fz) нм 1060) f ане шшш ® 210, 8] # 


级 性 


лом 一 维 不 变 子 空间 。 

i 念 对 这 个 无 良 维 复 线性 空间 并 趟 成 立 。 
УШЕН Ао нт АКШ, 
Ит Ж-ү ss Bl; 
Gi) о 55 т АНН EA 
Gii) нА УВ, BAERE P ta 


hi 
-Ld4P -| h ° 
Р | ` ) 
А, 
н) 


ЭКА, AT A, (= 2, … n) 09 45 B 3988084085 

Gv) a+r КШ Адо i= 1, 2, e, n. 

от {И ШИН Аш, =l, 2,56, в. 

3. оь о» …， о, 是 线性 空间 瑚 的 s РРЛ ВЕЗА, RUE: 
EV f oa (a), oa(c)，…os(a) 也 两 两 不 同 。 

(提示 ,应 用 第 儿 章 选 做 题 第 6 题 ,) 

4. йоз + АДЫНЫ Т: 

G) o 5 r rr НӨ! 
=; 

GD o 5 + ЯШИК А] HO) т" (0) 8922) А А оге 
а, toar, 

5. ШУЛА ВК EN п НГЫ ЗПУ БЕУ 
фий Т НЕЯЕ А НГА, ЖЕШ, о = hl*, keK。 

(提示 ， ДН п 个 线性 无 关 特 年 向 僵 的 某 个 特殊 总 
0 在 矿 的 基 下 的 短 阵 只 能 是 对 角 陈 ， 然后 再 到 一 个 可 道 
АЛЕКЕ) 


等 线性 变 搞 ，g? = c, tsr RE: 
о(Ё) = (И) 693 


Ба 


6. ЖУ АЙАК E n AREER EV = LU, K), ЖИК, 
G) 40) =a(%); 
GD РУ 48 ат, an, an 在 V° 中 必 存 在 唯一 的 基 fo 
ЕА 
Абај) = hjal, ge, n 
GH) ја увк (Vse, ШУ RLO, K) 上 的 线性 函数 金 体 所 成 的 
REZE Иче (ОЗАН), 
Gv) Н f, fs =, fo BIREN ОЕ IÈ au an s aa 
使 
а) =й, j=l, 2 
这 里 z, 是 ce 了 在 V*” 中 的 同 构象。 
GERAH), 只 要 用 定理 2.2 便 可 证 得 。 对 (iii), SR aey， 作 单 什 
RAG = f(a),vfe*, 即 可 证 得 所 需 结论 。 ТИШ Gi) 与 (iii) 即 得 (iv),) 


‚4м. 


第 十 一 章 KRZA 


本 章 介绍 欧 氏 空间 的 一 些 基本 概念 共 及 欧 氏 空间 中 两 个 重 机 
的 线性 变换 一 一 自 共 赤 变 换 与 正 奖 变 换 ， 并 介绍 了 欧 氏 空间 及 其 
线性 变换 的 应 用 。 


$1 ИҢ, Gram 矩阵 的 半 正 定性 


一 、 内 积 ,人 欧 氏 空间 

线性 空间 是 通常 三 维 几何 ( 实 ) 空 间 的 抽象 ， 在 三 维 几 何 空间 
中 ,除了 向 量 的 加 法 、 实 数 与 向 重 的 数 乘 这 算 外 ， 还 有 两 个 量 内 
积 的 概念 ,由 这 个 度 县 氢 念 可 以 获得 不 少 有 用 的 几何 性 质 ,对 一 般 
的 实 线性 空间 ,我 们 自然 也 希望 引进 类 似 的 度量 概念 ,以 便 进一步 
得 到 空间 更 多 的 性 质 。 于 是 有 下 面 的 

定义 БУЛИ ЮАН, HV 中 任意 两 个 向量 
в 5 В, 定义 唯一 的 一 个 实数 , 记 为 (as, 8), Са, 8) 满 足 ， 


(i) (а, B)= (8, а), Va, BEV, 
GH) (а+А, у) = (а, у) + (8, у), Ya, В, yG V, 
(їн) (ка, В) = Ка, В), Ya, ВЄҮ,КЄК, 


Gv) (о,«);>0, 而 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ,a= 0, Са, 8) 
是 4 与 8 的 内 积 。 
称 带 有 内 积 的 及 上 的 线性 空间 V 为 Euclid 空间 。 以 后 简称 中 
为 欧 氏 空间 . 
例 1 对 于 维 列 疝 量 空间 RO ЦЕ ИН Б} Җ a= (а, а, 
“s Ga)” I B= (bi ba, =, у, и. 
+451. 


(в, В) ав Зава, 
Мроі са, 8) 满 足 条 件 (1) 至 Civ), 所 以 (% HAAR, PERA 
内 积 wp 的 ROW 是 一 个 有 限 维 (n 维 ) 歌 民 空 间 , 当 n= 3, 这 就 是 通 
党 的 三 维 几 何 空 间 。 
902 对 R[a, БОНН ОЗНА 1,9, 定义 
0, = [Kg Ax, 


则 易 证 (f, 9) 是 一 内 积 , 所 以 带 有 内 积 G, 9) B; Ка, b]&— 436 
ИК, 

内 积 有 下 列 简 单 性 质 

G) (9, В) = 0, ҮВЄУ, 

Gi) (а, В+у) = (а, 8) +(а, р), Ма, B, YEV, 
一 般 成 立 ， 


(а, 5а) = фсе, 8), vrev, O) 
Gü) (а, kB)=kCa, B), Va, BG V;k€ K, 
这 三 个 性 质 都 是 易 证 的 ，(i) 是 由 于 
(а, B)=(a+0, В) = (а, B)+(0, 8) 
ШК Gi) HT 
(a, В8+у)=(В+ү, а) = (8, а) + (p, а) = (а, В) +(а, ү), 
一 般 式 子 (1) 只 要 用 (ii) 及 妈 纳 法 伍 可 证 得 ,(ii) 基 由 于 
(а, К8) = (К, «у= КВ, а) = к(а, В), 


=. Сансћу-Буняковский 不 等 式 
欧 氏 空间 中 的 一 个 基本 结果 是 下 而 的 不 等 式 ， 
定理 1.1 对 欧 氏 空间 Y 中 任意 两 个 向 县 =, 8, 恒 有 
(а, B= (a, )(В, В) (2) 
ПДО. а 与 8 线性 根 闫 。 
【证 明 】 对 人 EX ху. ха, 由 于 内 积 的 条 件 (iy) 可 知 
Gaa + х;8, хуа + X28) 0, ` (3) 
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家 骨肉 积 的 某 往 及 性 质 , 上 起 可 以 化 为 
(a, a)x1+ 2(а, В)хуху+ (B, BNS, 
这 说 明 上 面 的 二 次 型 是 举 正 定 的 , 故 
(oa) (aB) o pa _ 
(В, а) (8,8) 220 ( (e, 8) = (8, а)), a) 
这 证 明了 (C2) 式 ， 
WR a ува = Ка, 出 (2) 的 等 号 显然 成 立 。 反 之 ， 
如 果 (2) 的 等 号 成 立 , 而 < 与 8 线性 无 其 ,出 对 非 零 数 xi, ха, 必 有 
Xia+Xo8 夺 8， 于 是 二 次 型 (3) 是 正定 二 次 型 ， 从 而 (4) 式 中 等 号 应 
KH, Ca, a)(8, 8)>(a, 8)?， 此 与 假设 (等 号 成 立 ) НР, 
Жа d 8 ФЕ. EP, 
HOA A Сапсһу-Буняковекий 不 等 式 ,由 这 个 不 等 式 显 然 
可 以 推 得 下 而 两 个 不 等 式 。 
推论 1 ША (а), ІЕЕ, х= Оа, X2 5, ху, YE 
Ойыл, s Ya) 是 实 向 量 , 则 


(фе) (ura Ben) © 


或 者 
(Ау) (Ах) Ау), (6) 
特别 , 当 А =1,, 则 又 得 到 通常 的 Cauchy-Schwarz KER, 
推论 2 RICE), 9(x) 是 REa, bg] 中 任意 两 个 元 素 , 则 


(одеса) <(f пса) ан). C 


三 、 向 最 的 长 度 , 两 个 向 最 的 交角 
定义 ” 设 a 是 网 氏 空间 中 任 一 向 其 , 称 
jj = (a, ay! 
хакай, 
由 内 积 的 定义 显然 可 得 ， 
G) la|>0, 而 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ,a= 0, 
Gi) [кер=к[в{|,уУКЄК, 


Gii) [а+ 8] аг + 181, Va, BEV( 称 为 “三 角形 不 等 式 ")。 
(二) 是 由 于 应 用 内 积 定义 以 及 Саисһу-Буняковский Ж 55 
式 可 得 . 即 
{®+ 8[#= (2+6, а+8) = (а, а) +2(а, B) +(В, В) 
«(а. а) +2(а, a)” B, В) + (В. В) 
= (|+ 18|), 
所 以 (二 ) 是 正确 的 。 
由 向 量 的 长 度 可 以 定义 两 个 向 量 的 “距离 ?， 对 欧 氏 完 间 Y 中 
任意 两 个 向 量 a、B, 定义 
pla, В) = a- ВІ 
Ж pla, 86) 为 “与 有 的 距离 ， 由 向 量 长 度 的 定义 及 三 角形 不 等 式 ， 
易 知 成 立 
(i) pla, a)=0; 
(1) р(а, В) = 0(8, а) 
(їн) pla, Baala, у) tol, В) 
Са Т АРЕ A”). 
下 通 引 进 两 个 向 量 的 交角 。 对 欧 氏 空间 VY 中 任意 两 个 非 零 向 
E af, 定义 


(a, B> = атс cos т (8) 
为 x 与 8 的 交角 , 由 Сапсһу-Буняковский KER, — <р 


<1, 故 |coska, 8)| <1, 这 说 明定 义 (8) 是 合理 的 ， 且 容易 看 出 ， 
(38) 式 是 通常 三 维 几何 空间 中 两 个 向 最 天 角 的 究 念 的 推广 。 
EX ME la, 8) = 节 , 则 称 4 与 8 是 正 交 的 ,以 a.LB 记 之 。 
命题 1 4.18 的 充 要 条 件 是 . (e, В) = 0. 
命题 2 (座高 定理 或 勾 股 定理 ) 欧 氏 空间 中 两 个 向 量 “ 与 8 
正 交 的 之 要 条 件 是 
Jal? +18}? = a+ 815, (9) 
命题 1 是 显然 的 ,命题 2 由 等 式 ， 
`454. 


ES 


рам 


16-812 = jal? + [812 + 28а, 8) 
即 可 看 出 。 


D, ена, 度量 矩阵 

出 内 积 的 定义 药 第 (过 )(i) 两 条 可 知 ,对 所 一 暂时 固定 的 В, 
(e, PERT а WREDE Z ЖЕШ ЕДО), Gi), 对 任 一 暂时 
ЕЮ a, (а, 8) 是 关于 8 的 线性 函数 ， 于 是 我 们 称 (a, DARE 
性 画 数 。 再 由 内 积 定义 (i) 的 对 称 人 性质 ， 所 以 进一步 称 Ca, 8) 为 对 
称 双 线性 (证 ) 函 数 ， 

对 于 维 欧 氏 空间 来 说 ,到 定 了 的 基 ai, oz, …，o* BJ 
于 是 对 称 双 线 性 函数 (wa, OTIR 

Ca, D= (È эмы, Diyar) = S (а, арха» 
+=1 3-1 本 
= ® ахау EX Ау, 
Жш: 
ау = (Go 9), А = (аш уны, 
= (а, ж, е", ыу, у= (їл, fas “r А, 

称 4 为 基 оц, ад, …，om 的 度量 矩阵 。 由 于 (а, аз) = (ау, а), 
所 是 实 对 称 阵 ,x/Ay 是 对 称 双 线性 型 ， 

命题 3 度量 矩阵 是 正定 阵 。 

这 是 因为 , C4, a) = ens>0, 而 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 
а=0, Щх=0, 所 以 A 是 正定 阵 。 

х La a 维 线性 空间 V, 在 取 定 的 基 my oa，…， a, 以 
ЖЕЙ n BEERE А = (а), 后 , 对 了 中 任意 向 量 a, В, 就 可 
定义 


(а, В)= 


IXY 
з= 
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Жр а= ха, 8= Ўзал, WEE, 8) 是 一 内 积 , 从 而 了 成 


为 n 维 欧 氏 空间 ,而 4 就 是 这 个 基 的 度量 矩阵 。 故 得 

命题 4 设 V 是 实数 域 上 的 n 维 线性 空间 ， 则 对 任 一 R&R 阶 正 
ЖЕ А, 必 可 定义 六 的 一 个 内 积 ,使 Y 成 为 n 维 欧 氏 空 间 。 

命题 5 n ТУ 的 不 同 基 的 度量 矩阵 是 合同 的 。 

【证 明 】 对 Y 的 不 同 的 基 or %, …，o H Ais Bos ooa B, E. 
任意 实 向 量 W = (эл, э, е, W.) Z= (а, 22 0s Z), ERE: 


Wi Zi 
а= (8,6, -®( “з |же. = "| ° | 
Za 


Wa 


ба, TERE O, 02, t, an 下 的 表示 式 是 ， 


х КД 
a= (ar, а, +», в) Ё | Ва (а,в, +, "|° ) 


х ЕД 


Ха, eo, уа, 到 有, 82, +, Ba ВНЕ Р, 即 
СВ, Ва, o Ba) = (ол, ав, +, p) P. 


于 是 
ху wi 
(au ag, с, [° 六 (ao, =", ың we ) 
x w 
Yı 211 
(а, а, <, 9,) Ё не, Gay eues “| а ) 
Ya Ra 
HF о, ав, e, а, 线性 无 关 , 故 由 上 两 式 即 得 
х= PW, у= PZ, (10) 


ИФ х=(х„җ,+е, „у, у= (gu Yars S), 
‚456. 


BEE а, аз, …， 0 与 B1, Bos +, B, 的 度量 扼 阵 分 别 是 入 与 


B. Ml 
(а, В) =х'Ау= ВЕ, 


出 《10) 式 ,上 式 可 写成 
W(P'AP)Z = W!pZ, (11) 
HAW, Z WJ IE ЭПИ ТА, ВИНС) НАФ 


B=P'AP, 证 毕 。 


五 、Gram 矩阵 , 广义 Hadamard 不等式 
度量 矩阵 是 下 面 被 称 为 Gram 和 矩阵 的 一 个 特例 , 
ЖХ WV JEE AES], а, %，…，% 是 站 中 任意 
5, s 阶 阵 
Сац, ац) (ey az) (оп, co) 


Glai, ap, е, a ys | 22 9) Cs a) ба, а) 


Ҳа,, о) (а,, oa) 0 а,) 
жуба, в, o, а, 的 )Gram варе, П |G(ai, аз, озал) | 为 Gram 
行列 式 . 
例 3 Ке} ДУ д, ey, …，o 对 内 积 w%B 来 说 的 Gram 


EEE , , А 
оиа Gala, 
n n 
aa, ава 
Gla, а, ma 2а 02 | 


цо «езеп, 


а 
| 
{ 六 в, =+, a,)= ВВ, 


其 中 B= (Gy, oa) 是 Ex E, 
例 4 Ка, OPER s ХЭРЕЗИНА Я Л, з, +, 1, ХАЙА. 


[ENC 来 说 的 Gram 矩阵 是 
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Ghis fas s ha) 
Pacoae OO лса 
„Пе alfa = Гле йо н "Ју 0), (x) dx 


fx f,GOBCGOdx “7 ILAE [x Yd 
Gram 矩阵 有 下 而 十 分 重要 的 性 质 , 它 是 定理 1,1 WEN. 
定理 1.2 设 V 是 任 党 一 个 殉 氏 空间 ， 则 中 任意 :个 向 量 
aa az, =, о, 的 Gram 矩阵 G(eu, ox, =, 6,) 必 是 半 正 定 阵 ， 而 
Glar, аз, =, 0) 是 正定 阵 的 完 要 条 件 是 ，at， 吕 ，…， а, 线性 无 
ж. 
DEYI 因为 


$ (ae ох, = (5) ха, Ў) xm )>%, (12) 
27 = 名 


故 上 述 二 次 型 是 半 正 定 二 次 型 ， 也 即 ©(а, аз, =, о,у=((о, 
а,)),. 是 半 正 定 阵 。 
”由 于 (12) 式 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ， 2 xa, =0, 故 当 а, ар, 


o RIETAN, ЖЕАР би, э, ==, жу, EA 
š xaO, k D) (ao ауди 0, W GC, оа, =, а) ТЕ Ж 
H. RZ Glao, %) 是 正定 阵 ,出 对 任何 非 零 实 向 量 (zu 
ж» әх EAD (е, а,)хух, >0, 如 果 au, а, ==, 0 线性 相 


关 , тел: Ж ФЕ а, ж, = х, кацер, 此 时 
So агуу = 0, AIPE а, в, ==, о, REER, ТЕЙ, 
由 定理 1.2 最 然 可 得 以 下 两 个 推论 
ФЮТ 欧 反 空间 中 任意 个 向 а, а, +=, a, BJ Gram 
短 阵 的 任何 主子 式 都 是 非 负 数 ,， 当 上 且 仅 当 аа, ав, ==, a, 线性 无 关 
时 , |G(a в, ==, а,)| >0, 
+458. 


推 沦 2 《广义 Hadamard 不 签 式 ) 对 欧 氏 空间 中 任意 :个 向 

Ща, ms =, а, В 

(Glass а, =, a) Ща, a), аз) 
而 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 (ou ву) = 0, їз}, 1, j=1, 2, =, sC 
aa ав, =, о, 两 两 正 交 )- 

由 于 Glat, ө, +, а,) 的 半 正 定性 ， 使 我 们 可 以 充分 运用 半 
正定 阵 以 及 正定 阵 的 束 半 理论 去 获得 任意 以 空间 中 一 些 向 量 的 
有 用 结果 . 侧 如 ,由 半 正定 阵 ( 正 定 际 ) 采 积 的 Schur 定理 显然 可 得 

ЖЕЗ Ба, а, ~, о, 是 任 一 欧 民 空间 中 的 任意 个 向 
TE METER k, УГ 


Cars oa)” (ад, о)уее(,а,)” 
AD Ë а (м) <) 
(as > (а,, о;)*--(а,, a ye 
必 是 半 正定 阵 。 当 ma од, "е о, REER, MAE) 必 是 正定 
ш, 
95 BAE), е 了.(x) 是 [os 51 t s PRERE, M 
[ноо лодае [охуй 


[ме Hf = [ле одан = [ре пот Gx)ax 


fx HOP(x)dx э Г AGOBCG0dx.. ард Сах 


<р (|, лода), 
йв 设 4A= (ou e <=, орап ИНЕ, 
ГА [А'А| = Ga eas +, si «Даа TI Sio, 
这 就 是 通常 的 Hadamard Жа. 
例 7 007,09), f(x), 3(x) 是 实 变 实 值 画 数 ,出 


u 


人 oneoa (fiy (Pioa) 
Глод) ([роомюв) (свн) 
220, 


0 Гло) (асосда) (асосдан) 
0 
ч ш 

1. ВН БАТА ЕЕ АСЕКА ААЯР, 

2. А MIAR a 与 有 是 Ке MERABRE 

(着 4 是 六 正定 降 时 , 则 (e148)?<(ar4a) (PAB) 

(ну 当 4 是 正定 阵 时 , 则 (a'p)?< (0 Лә) (8'А-18у, 
CAT, 由 =QEk — до BARTER & Жош ли a6=((Q 
LAI, Dg) (ОПА, +, ARYO (QAN), (GD 即 得 证 ,) 

3. зкана aÊ, 求证， 

G) ic-pl>ial-1h 

Gi) [а ++ fe - PI? = 24а 218 КАТЕЛ» 

Gi) (a, 8) = (е+811-{а- 1; 

бу) a бе=з|а+8[={а-Й|. 

4. ша Ве ЫЙ ПКО ГЕНИН = mit ЖОШ, RE 

G) 1G(a, 8, у) [ÆA а. В.У E ETARE ERRED: 

Gi) Да, Буу З ЗЕТА АСК РА ВАВ ЕМИЛА, Ti 
等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ,六 面体 是 长 方 体 。 


5. agr 是 任 一 网 氏 空间 中 的 线性 无 关 向 量 ,求证 ， 
(5, (а, 8)? 99 


(8, а): (8, В)? (8, У)? 
(У, а)2 PAP (у, у) 
的 年 条 主子 式 全 大 于 零 。 
6. BRAG) (ж), }а(ж)Ж Ка, 如 的 线性 无 关 向 量 ,求证 ， 


жак |? бн [EE fada, jh i, Ё-1,2,3, 


1444 
Т. йа, аз» es ts 是 欧 氏 空间 中 任意 s МАВ, ХИМ k, IRLS, 
+460 - 


ж, 
[Gai аз, е, а,)]<1(@(@›, а» се, а) |+ ](@ (аз, ак,» се, а), 
当 s=3, 上 =2 时 , 试 述 上 面 不 等 式 的 几何 意义 。 
8. 证 明 下 列 不 等 式 
[f(t Das f+ nas. ЈА оет) 


ЕЕ ое ае аео аа 


| esa Dae fi aAa Dda f ЕЕ 
| [aaa f! zam 


£ ста 


[тч [=ч 


Гаа fi ама f ade 


$2 正 交 向 量 组 . 欧 氏 空间 的 同 构 


一 、 正 交 向 量 组 , 正 交 化 方法 
定义 її оң, а, s", G, 是 欧 氏 空间 V 的 一 组 非 零 向 量 , 如 果 
(оц, а,у= 0, іа, }=1, 2, =, S, 则 称 а, ал, …,% EER H 
量 组 。， 如 果 正 交 向 量 组 的 每 一 个 向 量 的 长 度 都 是 1， 则 称 它们 为 
标准 正 交 向 量 组 ,或 称 为 么 正 向 量 组 。 
今后 常 以 如， sz +, в, ЖАДАЕ, Ш (а, ё,) = би, 
е}, j=l, 2, ,se 
例 1 SZA 
ву=(1, —2, 0, 0y 
a= (2, 1, 1, 17 
%=(0,0,1,-1)/ 
是 RW 的 正 交 向 基 组 (内 积 的 定义 是 :(a, B) = op)， 而 
1 -2 


„4. 


是 标准 正 交 组 ， 且 ар 即 招 “单位 化 "成 sy P= 1 2, 3, 
PRAEH. 
#12 无 限 维 欧 氏 空间 RE0, 2л} EA: 
1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, «=, cos fx, sin tx 
是 正 交 疝 量 组 (内 积 是 : (0, 9)= Руеда адак), 这 是 因为 : 35 k 
=l 时 ， 
fsn kx sin Ix dx = о, озь cos Ixdx = 0, 
且 对 任何 k, 1, EH: 
f sin kx cos Ixdx = 0, 


k, t=0, 1,2, =, t, MHRA 


р дее», дуел, Jyo, Тр?» + 
1 1 
укн ушт» 
是 标准 正 交 向 量 组 。 


命题 1 ба, о, …, 是 欧 氏 空间 VV 的 正 交 向 量 组 ， 则 
etb а, «+, в, 必 线 性 无 关 。 


GEM 因由 к= 可 得 
kalas, о) = ($) кеч, а, )=( 01) =0, јез, 


HF aSo, (аз, a0, ин ЕКШ, HHEN 7, EE k = 
0, j=1, 2，…， s, 所 以 о, оу, …， о, 线性 无 关 。 证 举 。 
定理 2.1 {ЕРКЕ ЕНУ 必 存 在 正 交 疝 量 组 。 
[证明] 下 而 所 用 的 构造 性 方法 ， 其 思想 完全 出 平面 上 的 两 
个 线性 无 关 向 量 作 出 正 交 向 基 组 以 及 空间 中 三 个 线性 无 关 向 量 作 
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出 两 两 正 交 向 量 的 几何 方法 抽象 出 来 ,具体 构造 如 下 * 取 中 中 某 # 
个 线性 无 关 的 向 量 Bl, Б, 6, В, 令 


= В, 
= (8, ау) 
а= ауа) 
а-в Ba- (8а) а 


б.а) x 
а 人 (Bes As 
КИРИ САНИ 
则 易 证 өл, ®, +, а, 都 是 非 零 向 量 ,因为 : 由 (1) 的 第 一 个 式 子 与 
第 二 个 式 子 可 知 a 是 Bi 与 B 的 线性 组 合 ,再 由 (1) 的 第 一 二、 三 
这 三 个 式 子 可 知 as 是 81, Bos Ba 的 线性 组 合 ,依次 扒 下 去 可 知 ,对 
#—1, a, ЖЕ В, Bes =, В, 的 线性 组 合 , 且 
® = В, +038, +8 ++ tkir ISSS, (2) 
H Bis В, +, В, 26, Миц (2) 式 显然 可 知 м0, i=l, 
2,+е,5, 


HE о, oo, +, о, 两 两 正 交 ,对 用 归纳 法 ,由 于 


Сол, өв) = (Bis &- (2-00 в) = (8, Ba) = (6, B)=0, 


故 结论 对 s=2 正确 。 设 当 s-] 时 ,Qs os, +, a, 中 任意 s-1 个 
向 量 两 两 正 交 ,要 证 这 个 向 量 中 的 任意 两 个 阿 两 正 交 , 事 实 上 只 
要 证 e, о, оо, +, а 中 的 任 一 向 量 a, (1чс/<з—1) ЕЗЕР 
可 。 由 于 


(ao о, 
=(В,, а) (8,, а) = 0, 
fa, ап, …， а, ЛЕЗГИН, 证 毕 。 
用 (1) 式 把 s 个 线性 无 关 向 量 构造 成 个 向 量 记 成 的 正 交 向 
量 组 的 方法 叫 作 Gram-Schmidt EREHE, 
例 3 把 欧 氏 空间 民 中 (内 积 是 wB) 中 两 个 向 量 :8: = (1, 1, 
"1Y, В= (1, —1, 1, =, 1 构造 为 正 交 向 量 组 。 


ба, e= (б, (ao ал) 
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ПЕ 由 (1) 式 得 到 ， 
а= В= (l, 1, =, 1); 


La hna) ang (8. В 
e= Cansa 79 (B ау 
„(22-0 2 ,. 2\ 
An n *н' n 


推论 1 п А ЈУ 必 存 在 标准 正 交 向 量 组 6， e се, 
Ens 

【证 明 ]】 {ERV —4 з В, Bx, =, B,， 由 定理 2.1 可 把 这 
个 向 量 正 交 化 为 m1 аз, ++, Aas {й д, ар, =, a, FEV RIESE I 
量 组 ,再 把 a, 单位 化 , 5 s, = I „121,2, =., n, 即 得 Y 的 标准 
正 交 向 量 组 Sr, ez，…，sn。 EE, 

出 命题 1 可 知 .推论 1 得 出 的 Ei, es，…， En Е, А ер, 
Ers y En EV 的 基 , 称 为 称 准 正 交 基 , 或 称 为 么 正 基 。 

例 4 RE п 阶 正 交 阵 的 个 列 向 量 都 可 作为 Rm 的 标准 
正 交 基 。 反 之 ,R 外 的 标准 正 交 基 所 成 的 n 阶 阵 必 是 正 交 阵 。 

【证 明 】 ШАУ. А = (01, о, ++, дл), ҢАЖЕТ 
阵 , 故 

a 


а 
A'A=| 2 Ка, а, @) 
, 


所 以 
(as ау) = =ó; і, }=1,2,+=,п, 
В оц, оз, …， а, 是 RR 全 的 标准 正 交 基 。 
反之 ,由 (ab а) = оңа, = б; і, р= 1, 2, 6, п, AAT 
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L, ЖАЛЕЮ, 
ЖЕ n КНУ 中 任 一 向 时 & 在 标准 正 交 基 гү, e, ss, 
а, 下 的 表示 式 设 为 


s= 2) Ке, 
= 


则 由 ee 的 标准 正 交 性 可 知 
К,= (а, 6), Ї=1,2,+е,һ, 
Ж ku ka, е, k, HI ЛЕЖА. 
由 于 标准 正 交 基 еп, ez, …， En 的 Gram ЕДЕ 
А= (е, es) = (даа. 
Ж п ЕКЕ ЖЕ БИЙДЕ о, ВЛЕ ea ез, +, КОЈЕ ААЦ 
Xis Xas е, Xa Бл, Yos ts Yas MH 


(а, Pax Ays у= DY 


故 在 标准 正 交 基 下 ,两 个 向 景 肉 积 的 表示 式 具有 特别 简单 的 形状 。 

推论 2 el, ez, …，, е, ЖЕ n ЮК ЖЕНУ 的 标准 正 交 组 ， 
ЖАЙ {Р ЖЕ Ertis Eris > Ens В E1, Ezo ts Eps Eris Brt2y "t> En 
是 V 的 标准 正 交 基 。 

GERI WAV n 维 线性 空间 , 故 必 存在 向 量 Bor Brez 
使 es， Br， Beris Brazo o Ba REER., BFE 
Eny е, Ey 已 是 慰 准 正 交 组 ， 故 只 要 对 Bres Brezo +, В, 用 公式 
(1) 的 标准 正 交 化 方法 ,依次 把 ary1 写成 el， ez，…，sr， Beri 的 线 
ERA Wan 写成 sa вз, +, Ers Arer, В, ШАНА ез 
JE e, FIR 81, E2, ty Ers Фу, буз, ts a-is Ba 的 线性 组 合 , 即 
JEEZ ARH et ea，…，8r， «ү, буз, е, бш, 然后 把 它们 单 
位 化 为 Ers ez ts Ers рал, Erazo y баз 它们 就 是 V 的 标准 正 交 
3, 证 毕 。 

设 О. 是 zxr 实 阵 , 且 满 足 : ОО, =1,, 则 称 Q: 为 列 正 交 阵 。 
易 知 列 正 交 阵 Q, 的 7 个 列 向 量 构 成 一 个 标准 正 交 组 ,因此 列 正 交 
星 显 然 是 列 满 秩 隆 , 若 把 推论 2 用 于 + 维 欧 外 空间 о, MRE 
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ERER- DANSIS, B 

推论 3 对 和 任何 zxr 列 正 交 阵 Qi, ФЕ их (а-г) 
阵 @:, Ш Q = (01, 82) 是 n 阶 正 交 阵 。 

【证 明 】 {EQ 按 列 分 块 ，@i = (е, ез, =s Er), Же, 82, 
rs Er 是 КӨ) 的 一 个 标准 正 交 组 ， 故 由 推论 2, 存在 e. e+2， 
БЕК), ец, Ezr е, Eny бу, Er+29 е, En Е RO КЕ 
正 交 蕊 ,所 以 ( 册 便 3), О = (е1, ез, Br, 66, буз, s En) = 
(Qis 8,) 是 正 交 阵 ， 其 中 ，Q2= (2,41, Sas s 54)， 由 于 Erer 
адо s En 显然 是 标准 正 交 组 , W О2О; =1,.,, B] О; 是 zx (n — 
DIEZ. 证 毕 。 

例 5 х, Н бр 4-1, $змл=0, Ж 
证 ;对 任 一 1 1<1=<n, AA: 

Sl (3) 

GEI jH г= (xi, 和 X.) в, (н ts Y, Q, 
= (е1, &;), 则 由 假设 可 知 ，Q1 是 nx2 列 正 交 阵 , 由 推论 3, 存在 
пх (и 2) ЕВЕ Q2, 使 (Q1, QR n ЕЕ, TE Q, 的 第 i 
TIES, що, 6,859), НСО), 82) 的 正 交 性 显然 可 得 


+ 
Е хни. жип, 


二 、 化 二 次 型 到 主轴 上 去 的 另 一 方法 
第 七 章 中 已 用 找 镑 象 阵 的 方法 找 出 了 化 实 对 称 中 为 对 角 阵 的 
亚 交 阵 、 本 段 将 用 另 一 方法 找 出 这 种 正 交 阵 。 
ЖИЗ А ТОЖЕ АЗА Ж РЕНК ЕЕ = EJ КО) а (AR 
Ж aB), ДАТИ: 
IE ”属地 实 对 称 阵 妇 的 不 局 的 特征 值 的 特征 光量 必 正 交 。 
DEWI 设 和 4 是 4 的 特征 值守 4。 又 设 a 与 8 分 别 是 属 
与 上 的 特征 向 量 , 则 由 
ХВ = M'a= B Ав = а' AB= но, 


M 
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可 得 
(%-в)(а'8у=0, 
E TP Узен, Д аВ= 0, a 35 ВЕ, TH, 

引 理 2 . фп ХАБЕР А KRE А ERE k, WARE 
只 有 天 个 属于 X 的 线 伯 无 关 的 特征 向 量 。 

I 证 明 】 РАНКЕ рь, Вонгу s Bo Ме, = К+ 
1,ю+2,,е ‚п, WE А(СТЕЗЕЖИЫЯРГУА, ++, А Hurn ана» "е Ba], K 
М, А HFC, +, 0,5 = нА дуу, А-В) FEM, -A 
HRA п-к, 所 以 (AR 一 A)x=0 БЕНЕН Н.А k TRER 


关 的 特征 向 是。 证 毕 。 
对 于 已 给 的 阶 实 对 称 降 4， 可 由 下 面 二 个 步 联 找 出 正 交 阵 
О, Q'AQ 为 对 角 阵 。 


G) 算出 4 的 所 有 不 同 的 特征 信和。 М, ==, А, 以 及 它们 的 重 
попоп, ДЇ Эт =m 

Gi) ЖИБЕ ИСЕ А, 的 极 大 线性 无 关 疝 量 ,由 引 理 2， 可 设 
它们 分 别 是 ， 


oh os rs ne 了 = 203 
显然 
Ааџ = мацу, t=1,2,%, s ј= 1,2,5, m3 
Gü) 用 Gram-Schmidt 正 交 化 方法 ， 在 欧 氏 空间 RO) 中 , 把 
Ga wa + Oin 标准 正 交 化 为 ， 


ёа, бш, y Em Ё=1/2,+=,8 


Ep 
sbs = бул, (4) 
因为 ew 都 是 aa, аш, …， аы, 的 线性 组 合 , 故 
Аг,=М&у,ф=1,2,+е,5) f=1, 2, 56, He (5) 


这 说 明 Eris 82, е, Eim WERT А, 的 特征 向 量 , 1 =1,2,--,5, 
91911 可 知 

Eien =0, ЗЕ, (6) 
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fE n Br 85, 
Q= (ep, t, E ёт, s Ernes е» Bots es a), (7) 
WAOANA EERE, BARH 
AQ = ОГЫ, Malm s М], 
m 
QAQ = [hInis М, =, М], 
故 @ 29 tuk 2 132 А 
DE 仍 以 第 七 章 $ 2 的 例 2 为 例 。 因 为 方 
0 1 1 — 
1 0 -1 
1 -1 0° 
-1 1 1 上 
的 特征 值 是 1, 1,1, —3, кир, 
属于 和 =1 的 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 是 ; 
оц=(1,1,0,0)/, 
аз = (1, 0, 1, 0y, 
о3=(-1, 0, 0, 1y, 
它们 的 标准 正 交 化 向 量 组 是 ; 


A- 


, 
而 属于 和 = - 3 的 一 个 特征 向 量 是 
а= (1, -1, -1, 1), 
它 的 单位 化 向 量 是 
Е; 
故 所 求 之 正 交 阵 为 
468, 


„4, 1_ -l 1 

М? М6 V2 2 
i -i i -1 

м2 vs VĒ 

Q = (6ш, ёш, E13, ё) = 0 2 1 -1 
V6 vB 2 

3 1 

о o со о-у 

М? 2 


必须 说 明 , 在 一 般 销 形 下 , 仍 以 用 镜 象 阵 的 方法 求 正 交 阵 来 得 
方便 ,只 有 在 用 镜 象 阵 处 理 出 现 比 较 复杂 的 情形 下 , 才 用 本 妖 的 方 
法 去 求 正 交 阵 О, 


三 、 欧 氏 空 间 的 周 构 

定义 设 o 是 欧 氏 空间 V 映 到 欧 氏 空间 VW 上 的 双 射 ,如 果 对 
V 中 任意 向 量 a,8 以 及 任意 实数 上 得 有 

GD) o(a+8)=o(a)+o(8); 

Gi) о(Ке) = Кобе); 

Gii) (обе), 0(8)) = (а, В). 

则 称 o ЖЕШКЕ АТУ ЕЈ V EBAREN. FEREN o , 则 称 
VV 与 V ЖЕТШ. ЛД VSV 记 之 。 

由 欧 氏 空间 的 同 构 映 射 定义 的 CD、(i) 可 知 ，5 首先 是 线性 空 
ERRA, ТЇН н (ШУНГА, т 保持 内 积 不 变 。 . 

282.2 ”两 个 有 限 维 欧 氏 空 间 同 构 的 充 要 条 件 是 它们 的 维 
数 相间 。 

DER) 必要 性 是 明显 的 ， 因 为 欧 氏 空间 的 同 构 首先 是 线性 
空间 的 同 构 , 故 由 第 九 章 定 理 6.1 可 知 ,这 再 个 欧 氏 空间 的 维 数 相 
н), 

HAE, WVV 是 两 个 n 维 欧 氏 空 间 ,81, 92, …， En ре, 
фт, En ДУ ВУ” 的 标准 正 交 基 , 任 取 mEV, W 

G= Куу + Ко t e + kalns 
作 映 射 ， 
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G, а= К ++ Кё + kreh + + КЕ, = О(@), 
第 九 章 定理 6.1 已 证 得 : 若 
G, В= + ё&;+ ++ +1, е the, + + eh = o(B), 
MJ 
9(e+8)=o(a)+o(8), 
о(ка) = коба), 
又 因 


Са, B)= кы, (оба), ө(8)) = ЫҢ, 


ЭИ (о(а), о(В)) = (о, В), 这 说 明 o {УНУ 同 构 。 证 毕 。 

定理 2.2 有 些 有 趣 的 应 用 , 它 虽 和 然 说 的 是 有 限 维 欧 氏 空间 ,但 
对 无 限 维 欧 氏 空间 中 只 涉及 有 限 个 向 量 的 一 些 问题 仍 能 应 用 Е. 
例如 ,对 任何 欧 氏 空间 中 的 任意 三 个 向 量 a, В, у, 作 线 性 包 Ко, 
В, ү), WJ LCa, В, y) 是 了 药 子 空间 , 且 它 的 维 数 不 超 过 3， 所 以 由 
定理 2.2 可 知 ,LCa, В, ?) 与 通常 的 三 维 ( 几 何 ) 欧 氏 空 间 的 一 个 子 

空间 则 构 。 因 此 ,要 找 有 关 这 三 个 向 量 aby 的 任何 结论 ,只 要 在 
通常 的 解析 几何 中 去 找 就 可 以 了 ( 指 涉 及 加 法 ,、 数 乘 与 内 积 这 三 种 
运算 的 结论 而 言 )。 例 如 ,在 解析 几何 中 ， 任 意 两 个 向 量 的 数量 积 
(内 积 ) 不 大 于 两 个 向 量 的 长 度 的 乘积 ， 故 按 熙 定理 2.2 欧 氏 空间 
间 构 的 观点 可 知 ,对 任何 欧 氏 空间 中 的 向 其 a, В, 必 有 ， 
la, 8)| <(e, a) (B, В) 

(H а, B€ L(a, В, у), W Lla, В, ү) 与 三 维 空间 的 子 空间 向 构 )。 
这 就 是 $1 中 已 经 证 明 过 的 Саисћу-Буняковский 不 等 式 。 

又 如 ， 平 面 几 何 中 有 “三 角形 两 边 之 和 不 小 于 第 三 边 *。 用 定 
理 2.2 同 构 的 观点 , 即 可 知 对 任意 欧 氏 空间 中 的 向 景 a、8, 恒 有 

М@@+В, a+ B)< (a, a)+ V(8, В), 
HJ 
le+8|<lel+ |8], 

出 此 可 见 定 再 2.2 是 个 十 分 有 用 的 结果 ， 它 指明 了 同 构 的 意义 与 
作用 所 在 。 
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з E 

1. 和 将 多 项 式 空间 [x] 的 线性 无 关 疝 量 z, аў, z”, 二 标准 正六 化 ,内 积 
жо д = }(ш)а(а)ал. 

2, ERO WARC D", (CL DREER C AAA (а, 8) = 

11 
L42. 共 4=(1 人) 

3. 1 Gram-Schmidt DER TRER a'f Hr AARE H Fe, 
WB, EER KIET ERE AER ERNIE 
я. 

4. йиш ЕЗЕШ Q, 使 Q'AQ 为 对 角 阵 。 


-1 -3 23 -3 
3 -2 = -3 -1 -3 3 
G 4-|{-2 6 -2b G) л-р 3 _3 -1 3. 


4-2 3 -3 3 -3 -1 


ea 
6. 
IER, В Еа 
Л. РИК E laila) NARREA 
G) 任何 爽 氏 空间 中 的 两 个 向 量 a В 必 满 足 不 等 式 ， 
(a, В)2<(а, a) (2, В), 
Gi) 任何 区 氏 空间 中 三 个 向 量 a, pY 必 满 足 不 等 式 ， 
pla, У) <р(а, 8)+р(В, Р), 
ИЖ ola, Вул а 与 有 的 距离 + 
(iii) X Rie, 切中 任意 两 个 向 是 / (т), gla), 85, 


(Гос осууго Y + (f° осон), 
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~. HELS EHEER 
定义 设 0 是 n 维 欧 氏 空间 V 的 任 一 线性 变换 ，o 在 V Вт 
т. 


чо о 的 ) 转 置 变 换 。 
易 证 0 是 由 o 唯一 决定 的 。 由 共 儿 变换 的 定义 易 知 


oer) = asss k=1, 2, =, n, O) 


Bo 与 9 有 如 下 关系 式 : 
命题 1 设 0 是 0 的 共 因 变换 , 则 
(о(е,), Ex) = (eo OE) Ө; 
DEWI 因为 


(обе), вз) = È$ aures, а) ае, 8) 


Ш 
Me Ç 


у дзь а 


а, $l aner) =] аг, 8) 


(в, 0/(,)) 


Уади = ак, 


故 (2) 式 是 正确 的 。 证 毕 。 
定理 3.1 Ше 是 4 维 欧 氏 空 间 V 的 线性 变换 ， 则 V 的 线性 
变换 * 是 0 的 共 锋 变换 的 充 正 条 件 是 ， 对 7 中 任何 向 量 a、B, {Н 
ж. 
(оба), В) = (а, т(8)), (Зу 


【证 明 】 取 Y 的 标准 正 交 基 ay єз, s au Ша Siep B= 


Doe. 
必要 性 。 如 果 т=о', 则 由 命题 1， 


оба), в =(о($е ), ue) 
= $ коба), 6) 


40%. 


= $ арба, 00е) 


Ру 
(Зе, ($ 1e, ))= са, оё(ву)у, 
ЗАНЕ Эу o ЗА О', ЕЛ ЗЕН BEBIDA 
(оба), В) = (е, о'(В)), (2) 
SR TERED RAOR БОШ (3) СОКА 
(а, 98) = Са, 1(8)), 


(а, (0 ~т)В) = 0, 
HF ag ДЕКА. МОШ B= s,, (07 т) = a, 故 得 


(0 -т)ё,=0, ј=1,2, 0, n, 


Wo’ -r= 0*, Що? r, з, 
ЖИ Мо En ЕЕН, ДО or =o, ПКО 
ВНЕ ИБ НЕН, 


Ж#3.2 设 0 是 n 维 欧 民 空间 V АЕА, Mo 是 自 共 
锯 变 换 的 充 要 条 件 是 ， 
G) o Æ У 的 任 一 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 实 对 称 阵 ,或 者 : 
Gi) Еа, BEV, 证 有 
(ola), В) = (а, 0(8)). (5) 
CER 由 定理 3.1 可 知 第 (ii) 个 结论 是 显然 的 , 今 证 (i), 设 
ОШУ 的 标准 正 交 基 er, ex, =", „КН А, 则 


1: 79А, 
x 
4 oA, 


但 5=o'， 故 由 了 的 单 值 性 ，A= 4/。 这 说 明 公 是 实 对 称 阵 。 又 设 
5 在 标准 正 交 基 е, ез, …， е, FEREN B, D B=PAP, 此 处 
РЁ sty вз, …， En 到 е, ез, е, е, ЮНЕ, (АР МЕЗ BE 
《 兄 上 节 的 习题 第 5 题 ), 所 以 P! = Р"), 于 是 于 = P'AP 仍 是 实 对 

BE 
反之 , 设 0 在 V 的 任 一 么 正 其 下 的 阵 为 实 对 称 阵 В, 则 由 0-> 
“413. 


В, а->В' 以 及 这 个 映射 的 童 射 性 质 可 知 ,由 于 瑟 = В, о = о”, 
这 说 明 o PARER. 证 毕 。 

hFa RREK ARERI n 阶 实 对 称 阵 一 一 对 应， 
这 就 使 我 们 能 应 用 由 解析 方法 得 到 的 实 对 称 阵 的 一 系列 结论 去 玄 
得 # 维 欧 氏 空间 的 自 共 圈 变换 的 一 系列 有 趣 的 “几何 ”性 质 。 今 咯 
举例 于 下 : 

例 1 + 维 欧 氏 空间 V NRR VAn DAAE X ОШ 
特征 向 量 ( 称 0 具有 完全 的 正 交 特 征 向 量 系 )。 

【证 明 】 到 定 了 的 标准 正 交 基 £1, g =s Ens Жо 在 这 个 基 
下 的 矩阵 为 А, 则 由 定理 3,2 可知 和 4 是 实 对 称 阵 , 且 


т о>А 
是 一 双 射 。 由 主 4 是 实 对 称 阵 , 收 存 在 正 交 阵 О, 使 
ОАО = ha +, М], (6) 


DEAE Ms А, е, А, 是 4 的 竺 征 信 . 区 把 Q 按 列 务 区 。 ©=(а, eg， 
y 44), Mb qi, 9, 77.9, Æ К 的 标准 正 交 基 ， 即 ааг =u, і, 
j=l, 2,…, n, 并且 由 (6) 式 可 得 


Aq = Ма, і=1,2, ,hy, (т) 
又 在 基 so 60, =, En F, Wk 
ó; йс», i=l, 2, =, n, 
则 wwEy, B. 
ду hah, ф=1,2,+е,п, 
б; Aq >=9(a,), i=1, 2, =, в 
(АЗ + ЖЕШ 2.1), HAORA ó АЧА Bb HT I 
о(о) = ba, (у 
Юу R€) 与 V НИИ ИЕ E BJ E), ЖК 
(wo ау) = аз = gs = ду, 1, J=1,2,..,. n, (9) 


《8) 与 (9) 说 明 ,ae，…,o 是 0 的 特征 回 量 , 且 两 六 正 交 。 证 毕 。 

讽 1 说 明 ，n 维 欧 氏 空 间 中 必 有 一 个 标准 正 交 基 作为 空间 的 
B ЛЕЙТЕ ҮЕ АРЕН. EA 1 的 证 明 过 程 中 还 附带 证 明了 М 
Ж о 的 特征 值 ,由 此 可 知 , п 维 饮 氏 空间 的 自 共 轿 变换 的 特征 信和 全 
+44. 


是 实数 , 且 o 有 关于 了 的 一 维 不 变 子 空间 。 


=. EZER 
定义 Жоп кену КЕҢЕЙ, 4o 
о", Шо JEZER. 
ERSS 设 0 为 n 维 欧 氏 空间 V 的 线性 变换 ， 则 下 列 五 个 
条 件 起 等 价 的 
G) о 是 正 交 变换 ; 
Gi) o k V 映 到 自身 上 的 同 构 映射 ， 即 0 保持 任意 两 个 向 车 
HARTE: (Ca), 0(8)) = (а, В); 
Ош) о 保持 向 量 的 长 度 不 变 ; 
Gv) о 把 标准 正 交 基 变 为 标准 正 交大 
(v) 5 在 任何 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 正 交 阵 。 
DEMI REIME, (9-08) (1н) (у) (У) (0), 
《i)->(ii)， 由 于 or1=o， 故 og=1* ,对 任何 ac, BEV, 
CaCa), 9(8)) = (a, 0/(9(8)) = (a, В). (10) 
GC); а= 8, 于 是 (c(e)， о(а)) = (а, а), BJ |2(a)[ 
= [о]. 
(18) (10у), 取 V 的 任 一 标准 正 交 基 sb 52,…, Enr 则 
(оба), о(в,)) = (Ei ё&)=1, сп) 
另外 , 当 tej BF. H 


(оба, +е,), OCE +е,))= (Et Es, Est Es)s 


UOCE), о(е,)) + (о(а), o(8,)) + (обе, ), o(e;)) 
=2(8,, є,)+ (в, 21) + (Es, є,), 
С узага, чу isj В} ЕКЕУ 
(оба), о(е;)) = (es #5) = 0, 
BL (обе), обе) =з, 1, J51, 2, s Aa обе), о(е2), 
+, co(en) 是 Y 的 标准 正 交 基 。 
(Зу) (У) # г, sz +, 5 是 V 的 标准 正 交 基 ， 

+415, 


абе) $ asen iml,2,-, n, 
则 出 (iv) 可知 ， 
ды (обе), 906.) = ($] aser, $ ase.) 


一 2040083, є,) = lasqa, і, k51, 2, r, n, 
тз А 


ЗОТИ А = (а), ЛЕЗ, 

ONS): Во ЕТЕ 35 F 03 EBE 4 是 正 交 阵 ,oa 
A, йо 为 非 异 线性 变换 ， 因 而 4 又 办 一 4 =A, Ңң 
映射 的 单 射 性 可 知 ,0-1=07, Дро REXER, 证 毕 。 


з 题 

1. Бот п КАНЕ ЧА, ЖШ, 

G) (о+т)'=о'+т Gi) (оту ето Gi) (o) о, 

2. Ж, п ККИ УНДУ У п. Р АО EER o ВО 
不 变 子 空间 的 直接 和 。 

3. Жїр, акеми ШУУ НУИНИ-ЕТ MERER i—i 
不 变 子 空间 与 的 直接 和 。 

А. п КЕ ЛЕ 次 足 否 必 有 了 两 两 正 交 的 完全 特征 向 量 系 ? 

5. Wo n КМРУ 的 线 注 变换 ,求证 ; 

<a, В = <о(а), с(8)>, va, ВУ, 
ТЕЗ: ЗК ИНЕ В ПИЛЕ. BZ 若 п КЗЗ о 

保持 任意 两 个 向 量 的 交角 不 变 , 问 是 否 正 交 变换 ? 

6. RIE: n EKREN V АВНЕ о 是 正 交 变换 的 充 要 条 件 是 ,对 任 
а, Ве, Ж 


pla, Б) = р(о(а), о(8)), 
ВЕ АА Et 2 рКа Е, 
T. о п ЕККУ 09:8 АТ, E 
о(а) =а-2(и, a)u, 
Ж о 为 镜 象 变换 或 镜面 反射 变换 、 求 证 ， 
G) ож, HHEH: 
Gi) o 有 一 个 特征 信息 -1, 有 #-1 个 特征 信和 是 1 
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Gi) резанда ОРНЫ ЕЗЕН, 
84 正 射影 ,最 小 平方 偏差 问题 ” 


一 、 正 交 补 空间 
设 W 是 欧 氏 空间 V 的 任意 一 个 非 平 凡 子 空间 ， 则 作对 于 了 的 


六 积 仍 是 一 个 欧 氏 空间 ， 取 站 中 向 量 w， а ЧУН Е 
正 交 , 则 称 « иу, bla W 记 之 . Xi 
Wi= (ala LW, a €V), 

命题 1 Wr! 是 V 的 ( 欧 氏 ) 子 空间 。 

【证 明 】 {Ей a, 8€ W£, ó EW 1—10, Д] 
(К + kÊ, 6) = ki(G, 6) +k, 8) =0, 
于 是 да+квЄ М, EJ W+ 是 了 Y 的 ( 欧 氏 ) 子 空间 。 证 举 。 

定理 4.1 对 任何 欧 氏 空间 Y 的 有 限 维 非 平凡 子 空间 W， 必 
存在 唯一 的 一 个 子 空 间 W+, 使 
у= ФУ: а) 
GESI 设 W 的 维 数 是 k, 因为 研 也 是 欧 氏 空间 , 故 可 设 el， 
52，…， Es 起 WW 的 标准 正 交 基 。 任 用 аЄу, Еа 
В=$ (а, єр, 

则 .8EW, 5 
6=a=-B=a- (a, г, (2) 
对 任 一 万 lajak, 由 于 

(@,s,)=(e- $ Ca, ee, es ) 


= (а,в) -$ Ca, в(в,, ву) 


Е 
= (а, s) (а, г,)д; = 0, 


ЖАВ д1 2;, Ј=1, 2, =, k, 所 以 S61W， 于 是 6EW1?, 故 (2) 
ANER а= 6+0, УСУ +W, B$ VƏW + И, 故 得 
атт. 


У =й +1, (3) 
今 证 上 述 子 空间 之 和 为 直接 和 。 因 为 对 WW? В а, 由 于 
&ЄЎ/, aEW+, (а, а)=0, Ша= 0, 所 以 (3) 是 直接 和 

V=W@W+, 

今 证 唯一 性 , 设 存在 V 的 子 空间 U, 使 

V=WOU, чу 
EU pE HE ó LW:, ШИШ = W: , 这 因为 ， 由 Wr! 的 定义 ， 
显然 有 FSW+， 今 任 取 6EW+， 则 由 (人) 式 ， 

6=B+01, BEW, G1EU, 
因为 618, a, L8, ж 
6= (5, B)=(B+6, 8) = (8, В), 

即 B=6, 所 以 6=61ED, Wi W: SD, И W+ =U, 证 毕 。 

必须 注意 ， 当 V 是 有 限 维 吹 氏 空间 时 ,唯一 性 基 显 然 的 ,因为 

п, B 40) = 402), #U=Wt, JE V ЯЕ 2 
提 时 ,唯一 性 并 不 是 显然 的 。 

定义 称 W 为 W 的 正 灾 补 空间 。 
当 V 是 有 限 维 欧 氏 空间 时 ,由 于 
У @Ў/ ФИ, 
V=W1@(W:), 
故 由 定理 4, 工 的 唯一 性 , 即 知 


(жу, G) 
HWW ТЕ СА). 
二 、 正 射影 
设 妈 是 欧 氏 空间 VY 的 一 个 有 限 维 非 平凡 子 空间 ， ЖУ аг 
а, 今 要 求 在 WW 中 找 一 个 疝 量 az， 使 人 一 az 站 Á 
丈 。 这 个 问题 在 有 跟 维 网 兵 空间 、 特 别 是 三 维 ===. 


《 欧 氏 ) 用 何 空间 有 明显 的 用 何 意义 , 那 就 是 ,oor 

是 "点 "a 在 平面 录 上 的 正 射影 ， 而 a-az 就 是 如 一 
Вед" а ИЗ, ЕВЕ a РЕ 
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到 W 的 最 短 距 离 ( 见 图 1)。 
命题 ? 如 果 W 是 歌 氏 空间 V 的 任 一 有 限 非 平 几 子 空间 ， MI 
对 任 一 aEV, DREP — A ав, Саар) LW. 
DERI 由 定理 4.1, Е aC V, 必 有 分 解 式 : 
G= а арі, 
ЖОР оу € W, ар ЄЎЎЇ, E оу У арі а Е, В ay L 
ак, ТЇ 
арі = а-а 
FEC- ay) ар, Wk ау 即 为 所 求 。 证 毕 。 
命题 3 pla, ау) = [а-ар © ЈУ “ДЕЛЕ”, ИЖ] W 
ER Ваа, DTT 
10а, ауу<р(а, B), (6) 
DEWI BR 8=az, WK оу – 8560, Har-BEW, 所 以 Caw 一 
B) Llamar), 由 商 高 定理 可 知 
le= 8] = ja -api + les – В|2> jæ- as] 
(HX ау – 850), ТШ pla, 8)>o(e, ав). 证 毕 。 
由 于 命题 2 与 命题 3, 我 们 看 到 or 具有 通常 三 维 几何 空间 的 
疝 量 的 正 射影 完全 相同 的 人 性 质 , 故 引进 
定义 ” 设 多 是 欧 氏 空间 的 有 限 维 非 平凡 子 空间 , ac W, B. 
а= а, tapi. ХН es€ W, арі EWr， 则 称 ay 为 a 在 W 上 的 正 
нт. 
今 来 具体 求 出 a EW 上 的 正 射影 ar, 我 们 有 
定理 4.2 о, о, +, ow 是 W 的 任意 一 个 基 , 测 向 量 ; xar 
жо ++ + хуа, 是 a 在 WW 上 正 射 影 的 充 要 条 件 是 ,xX1, х, s, Xy 
为 下 列 线性 方程 组 的 解 : 


a asya = (а, а), 181.2, =, h, (7) 
Ж x= (xu, хз, е Xa 为 矩阵 方程 
Glar, о, +, а) (5) 


ВИЕ, b= (а, о), (а, а), ++, (а, ауу, 
„4109. 


证明] 如 果 az = xi; +x + + ха, 是 0 在 W 上 的 正 射 
E. (а-ар) W, 故 对 任 一 i 1<i<k, WE 


0= (a Bs а) = (о, а) – риба, в), 1=1,2, sk; 


t 


故 得 (7) 式 。 

BZ, BUF an о, ==, а, ВОЗЕ, [90а аз, ==, a) ж 
0， 因 此 (7) 的 解 是 唯一 的 ， 于 是 把 上 面 必 要 性 的 证 明 过 程 依次 例 
控 同 去 , 所 求 出 唯一 的 З] as ЙЕ a MEW ЕЙЕЛ. 

ж\р, 

和 如果 在 定理 4.2 中 取 呈 的 基 为 标准 正 交 基 e, ез, =, гь, М 

(o ел) = 6, 故 册 (7) 式 即 得 
х= (ay £), i=1, 2, =, k, (9) 

Ш x; Jš o> 在 巴 上 的 坐标 。 这 与 通常 三维 几何 空间 的 结论 是 一 到 
的 。 所 以 当政 色 的 标准 正 交 基 ео, ез, …， ex 时， 我们 立刻 可 以 写 
出 4 在 W 上 的 正 射 影 4 的 明确 表达 式 。 


a= $a, вде, (10) 


《10) 式 给 了 定理 4.1 的 证 明 过 程 以 更 明确 的 几何 意义 及 证 明 思 
路 。 


三 、 最 小 平方 偏差 问题 

某 些 实际 问题 及 理论 问题 常 归结 为 :对 欧 氏 空间 Y 的 向 量 o, 
ЖЕУ ПАЧЕ НЕ ЕЗ АТУУ РРО ПОА В, Ela, B): = ja 一 
B] ЖЕЛ. AHBDR3KOSE 382 08, Е а 
ЯЗ В= оь 就 可 解决 这 一 问题 ,所 以 最 小 平方 偏差 问题 实际 
上 就 是 要 求 a 在 W 上 的 正 射 影 。 今 举 出 它 的 两 个 应 用 

G) 最 小 二 乘法 

在 生产 实践 与 科学 试验 中 过 到 的 菜 些 间 题 所 归结 出 来 的 数学 
模型 ,往往 是 一 个 没有 解 的 m xn 线性 代数 方程 织 ( 称 为 矛盾 方程 
组 ) 讨论 这 一 类 方程 组 具有 较 大 的 实际 意义 ， 矛盾 方程 组 常常 是 
“480， 


这 样 归结 出 来 的 : 根据 某 些 科学 规律 或 预测 , M 0 (实数 ) 与 量 41， 
wy +, 0a( 都 是 实数 ) 之 间 存 在 着 线性 关系 式 

b= хуа + Хәй; +++ + X Ga (11) 
ХАЖ ЛЕНА) ЖИЙ, 也 可 能 是 近似 的 反映 , 关系 式 
RÉI Xis ж, …， X, 是 末 知 的 常 系数 (实数 ) 它们 可 以 由 对 a), аз, 
ers da b jk 系列 测试 决定 出 来 ， 设 对 ar, az, ag b 进行 
ттш 出 来 的 数据 是 

Gas а, Gb, (i=1,2,.%,m) 

则 出 关系 式 (117 可 务 FERR: 


аца ав + tax =b, i=1l,2,- m, (12) 


或 老 

Ax=b, (13) 
Ж: A = (а) 是 (12) 的 系数 矩阵 ，x= (о, X2 ts ху, b= 
Съ, Das ets bm) 。 现 在 的 问题 是 要 求 出 x。 由 于 对 关系 式 (11) 的 
认识 的 局 限 性 (可 能 没有 归结 好 ), 以 及 测试 仪器 产生 的 测量 误 次 ， 
因此 方程 组 (12X( 或 (13)) 总 是 一 个 矛盾 方程 组 ， 要 淡 它 的 精确 解 
是 不 可 能 的 , 反 证 是 无 意义 的 。 因 此 只 能 这 样 找 x， 使 Ax 尽 可 能 
接近 b。 用 式 子 表达 ， 也 就 是 要 求 x 的 “最 佳 近似 信 ”x= (хл, хо, 
ха), 8 


Š (ба; 6) (м) 


СОВА Л. ERRE ТЕНИНЕ ЭРГИ Ax= b 
юат 2и. 

Ж, вКл, 即 测量 次 数 便 多 于 量 а, az, e, a, 
的 个 数 , 这 样 可 以 提高 x 的 精确 度 , 例如 在 1978 Ж, 我国 搞 的 一 个 
“大 地 测量 ?问题 所 归结 出 来 的 线性 方程 组 就 是 一 个 17 万 个 方程 、 
13 万 个 未 知 量 的 矛盾 方程 组 。 

下 面 找 出 这 种 x。 记 A= (а, ов, а), Жар, оз, e, G, 
都 是 m 维 列岛 量 , 则 上 述 问题 ((14) 式 ) 就 归结 为 ， 找 X= (хх, 
эм), 
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|b — (xa: +х›® + оь) 


最 小 ,或 者 
lb - Ах]? 


最 小 。 也 就 是 说 ,要 求 欧 氏 空间 R 中 向 量 b ATER W =La, 
аз, еа) 的 最 短 距 点 。 这 个 最 小 平方 偏差 问题 就 称 为 最 小 二 本 
AR ДЕБЕ На A ERER ДЕТЕ. 

由 上 一 段 可 知 , 我 们 的 目的 是 找 5 在 W 上 的 正 射影 bz。 而 由 
定理 4.2 可 ДІ, by = хүл + хаа + + лс, 的 xis Xos буз 必 可 
由 下 列 线 性 方程 组 解 出 ， 


lab) а 
беу, ар, +, 人 中 е | as) 
Canby ар 
Е СА 
оа 
Glas, а, mol 
danae, 
于 是 (15) 式 化 为 


А'Ах= A'b, (16) 
ENES EZ Бу = xG + хау ++ + хс ËJ x= (Xi, хз, +, х.) 可 由 
方程 组 (16) 解 出， 这 说 明了 矛盾 方程 组 Ах =b 的 极 小 二 乘 解 机 以 在 
构 容 方程 组 (16) 的 庄 解 中 找 上 出。 特别 当 和 4 是 列 满 秩 阵 时 ，A'A 是 
非 异 隆 ,此 时 (16) 只 有 唯一 解 : 
х= (А'АуУАЪ, (17) 
这 个 x ПЖ ИЛИН Ax=b 的 极 小 二 乘 解 。 
如 果 称 Ах = b 的 所 有 极 小 二 乘 解 中 长 度 最 个 者 为 最 小 二 R 
ГА Те лае 
例 1 хит, 
Í 2ху-х,= 3 
Зх kx, = 4 
+20 = 2 


执 极 小 二 乘 解 ( 恰 好 是 最 小 二 乘 解 ) 是 
的 И) = 775 
wanawa, ЗО) бла) 
Gi) RAK 
Ж 0х) 10, 2x) Eh) 86 ЗИН Be, нате p| 
题 中 ,要 求 用 一 些 已 知 的 三 角 多 项 式 “ 台 近 ” 它 ,明确 地 说 , 就 是 要 


在 所 有 的 “三 角 多 项 式 ”， 

р(х) = б-а соз x + b Sin x+ 十 0K cos kx + b, sin kx 

(18) 

中 , 找 出 某 一 个 (xz)， 使 |” Са) pG) ax ВАА аа, а, 
b 都 是 实数 ,i= 1 2，…， К, 

这 也 是 一 个 最 小 平方 偏差 问题 , 可 用 下 法 解决 ,对 连续 函数 空 
HJ RDO, 27], 定义 内 积 (f, 2= J(x)9(x)dx, 则 REO, 2x] 是 一 
个 无 限 维 欧 氏 空间 ,又 第 九 章 已 证 1, cos x, ++, cos kx, sin x, ==, 
sin kx 是 RE0, 22] F 2k+1 个 线性 无 关 的 向 量 , 作 子 空间 ， 

W = L(1, cos x, sin x, ++, cos kx, sin kx), 

WWE RCO, 227] 2k+ 1 维 子 空间 。 且 W 中 任 一 元 素 都 是 形 如 
(18) 式 的 三 角 多 项 式 Kx)。 故土 面 的 问题 就 化 为 。 求 * 点 ”f(x) 到 
子 空间 W 的 最 短 距离 , 即 找 天 x) 在 WW 上 的 正 射影 (1(x))p。 

册子 1, cosx, sin x，…，cos kx, sin kx 就 是 W 的 一 个 正 交 基 
(2 的 例 2)， 把 这 个 正 交 基 标准 化 ， 即 得 丈 的 下 列 标 准 正 交 基 ， 


故 由 于 节 第 (107 式 可 知 ， 忒 x) 在 环 二 的 正 射影 (Kx) 因 = p(X) 应 
Жа 


во) 5ке, (19) 
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ш 
x= (f, = 人 far), J=0, 1, =, 28, 
于 是 
m= dx 
хиа k f(x)cos Lxdxy 


А 
= БЕТ, f(x)sin lxdxy 


1=1,2,.е,К, итп 式 可 写成 
p(x)= + 1сов1х + ў sin tx) 


" 


M + 5а, coslx+b,sin їх), 
所 以 
2 
Ce 


asas |" f(x)cos 1xdx, 121,2, e, ke 
b= fx)sin txdx, 1=1,2, =, ky 
Mx л 


于 是 以 上 述 as, oo b, 为 系数 的 三 角 多 项 式 
D(X) = ~ + (а; cos De + b, sin 1x) 


ак) px) Ydx BUR, asap =s, on bi … bs 33 FC) 
的 Fourier 系数 。 


习 E 
子 是 « 维 欧 氏 空 间 玉 的 非 平凡 子 空间 ， 且 矿 对 六 的 线性 变换 og 不 
EEN РН), Ri, Wt JE V АЧЭС o КЕК ТЕҢ} 
2. 设 玉 与 所 ,是 欧 氏 室 间 矿 的 两 个 有 限 维 非 平凡 子 空 阅 , 求 汪 ， 


„и. 


(а ОРУП)! _ 
(РП) +W 


3。 求 矛盾 方程 组 ， 
Зху-х,=2 
хт+т;=2 
2х +$т,=4 
的 最 小 二 乘 解 。 


$5 西 空间 概述 


一 、 丁 空间 的 基本 性 质 

吹 氏 空间 是 实数 域 上 带 有 内 积 ( 它 是 实 西 数 ) 的 线性 空间 ， 本 
节 考 虑 营 域 大 复数 城 , 并 带 有 内 积 ( 它 是 复 范 数 ) 的 线性 空间 , 由 于 
引进 概念 的 想法 及 一 些 结论 的 挫 导 绝 大 部 分 与 欧 氏 空间 相 类 似 ， 
故 不 需 一 一 重复 叙述 与 论证 ， 只 要 把 它 与 欧 氏 空间 有 区 别 的 地 方 
提出 就 可 以 了 ,例如 内 积 的 定义 是 下 面 的 

ЖХ W V 是 复 空间 (复数 域 上 的 线性 空间 ), 对 V 中 任何 两 
THR a,b, 定义 唯一 的 一 个 复 信 ( 泛 隐 ) 函 数 ， 记 为 (<, В), Вій 
B: 

G) (а, 8)=(8, а), Va, BEV; 

Gi) (ke, 8) = к(а, В), Va, BEV, КЄК, 

(Ш) (a+8, у)= (а, у)+(В, ү), Va, B, YEV; 

Gv) (а, а)2=0, 而 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ，x= 6。 则 称 (ww 
8) 为 内 积 , 称 带 有 内 积 (a, В) ЭЕ [Н] AESA. 

内 积 的 第 (i) 条 之 所 以 如 此 定义 , 力 是 为 了 保证 第 (iv RHC 
a) 是 一 实数 , 这 样 才能 谈 到 (a, 4a) 汪 0。 另 一 方 而 ,这 样 定义 内 积 ， 
ш a,B 是 实 向 量 时 ， 就 把 软 氏 空间 的 内 积 作为 这 个 内 积 的 一 个 特 
例 ,因而 西 空间 是 欧 氏 空间 的 推广 。 

关于 盏 空间 的 内 积 的 初等 性 质 中 ,有 一 点 与 鸣 氏 空间 不 同 , 即 

(e, kÈ) = СЕВ, а) = kB a) = k (8, a) = а, В), 
凡 在 欧 氏 空间 成 立 的 一 些 基本 性 质 在 西 空间 也 成 立 ， 且 其 证 
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ad 


法 也 基本 上 相 疝 ， 但 对 西 变 换 0( 即 (ola), o(8))= (a, DRAE 
间 中 的 线性 变换 ) 的 如 下 结论 的 证 法 却 不 相同 , 即 
定理 0 是 n 维 西 空间 的 西 变换 的 充 要 条 件 是 ,对 任何 «ЄЎ, 
EE 
(о(а), о(а))= (а, а), а) 
[证 明 】 ЕЖЕН УКЕ УНЕ АЕ ВЯ РАСА), WE 
明 如 下 ， 
必要 性 是 显然 的 。 因 为 只 要 在 定义 (co(a)，c(C8))= (a, B) 中 
Ж B= a т, 
充分 性 。 因 为 对 任何 a8, 恒 有 {1) 式 , 故 
(о(а+ В), обе + 8)у)у= (0+ В, а+ В), (2) 
(о(а + VIBY, о(а+ V 18) = (а+У 18, а+ М/'—18), 
(3) 
由 (2) 式 并 应 用 (1) 式 , 显然 可 算得 
(ola), 0(8)) + (08), о(а)) = (а, Ву+ (8, а), (4) 
同 理 , 由 (3) 式 与 (1) 式 可 算得 
—(o(a), oa(B))+(o(p)，o(a))= – (а, В)+(8,в), (5) 
出 (4 与 (5) 即 得 
(a(e), 0(8)) = (а, В), 
о ЖИЛЕ, YEYE, 


пни 
1. оК ЕТТ Е RE, 对 任何 oe 六 BA 
а 


Gr)= G СА 


2. Ban ax …， а, ЖКК ЕА RA, 
(i) 证 明 下 面 的 Bessel-Parsseval RER: 


Пар Гаво 13 
(9) ща, ax so а, 取 作 标准 正 交 向 量 组 at гу, +, 2 В, КЕ, 
la>% (a, а)? сау 
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( 即 向 量 的 长 度 不 小 于 它 生 各 个 “ 正 交 誉 标 轴 ”"L(e.) 上 的 正 射影 的 长 度 的 平 
330), 

Gi 当 信 是 有 限 维 空间 时 ，( 人 4) 式 是 等 式 (此 时 实 为 推广 的 商 高 定理 ) 
的 充 要 条 件 是 ,er en o е. EV REER (N) = s), 

3. Жак 是 在 欧 氏 空间 矿 的 韭 平凡 子 空间 万 上 的 正 射影 ,证 明 !: 0, a 
>ar ЕВО =o!) ЖЕЗ (о° = o) 线 性 变换 , 称 吕 为 正 射影 变换 。 

4. жш, 欧 氏 空间 关 的 自 共 斩 , 自 等 线性 变换 必 是 正 射影 变换 。 
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